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Das Recht der UebersetzunE in fremde Sprachen bleibt vorbehaltei). 
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VORWORT. 

xJas vorliegende Büchlein verdankt sein Entstehen den 
Vorträgen, welche Herr Professor Carl Küpper seit 1867 an 
der deutschen technischen Hochschule in Prag über Geometrie 
der Lage gehalten hat. Der Verfasser hatte, nachdem er 
1868 — 1871 sein Schüler gewesen, die Ehre, von 1875— 1879 
sein Assistent zu sein. 

Es erschöpft die genannten Vorträge keineswegs voll- 
ständig, da CS nicht zu umfangreich werden sollte, sondern es 
zeigt zunächst, wie an der Hand eigener Definitionen Herr 
Professor Küpper seine Hörer rasch in das Gebiet der Pro- 
jectivität und Involution einführt. Hierauf lernt der Leser die 
Collineation auf Grund neuer Beweise kennen und dieselbe 
sofort für die Kegelschnitte verwerten. Insbesondere gründ- 
lich sind die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte behandelt, 
und dem fachkundigen Leser wird die allgemeine und einfache 
Betrachtung des Kcgelschnittbüschels nicht entgehen. Die 
höheren Curven sind vielleicht einer späteren Zeit aufbewahrt, 
wenn das Werkchen jene freundliche Aufnahme findet, die 
den Wunsch eines jeden Verfassers und seinen besten Lohn 
bildet. 

Das Buch setzt zu seinem Verständnisse die Kenntnis 
der Euklidischen Geometrie, wie sie an den Mittelschulen ge- 
lehrt wird, und eine gewisse Fertigkeit im räumlichen Denken, 
wie sie an den genannten Anstalten durch den Unterricht in 
der Stereometrie und insbesondere durch jenen in der dar- 
stellenden Geometrie erworben wird, voraus. Der Verfasser 
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hat sich auf die allemothwendigsten Figuren beschränkt und 
dort, wo solche fehlen, dieselben durch deutliche Beschreibung 
ersetzt, so dass der geneigte Leser die Zeichnungen selbst 
leicht entwerfen kann. 

Zum Schlüsse drückt der Gefertigte seinem hochgeehrten 
Lehrer, Herrn Professor Küpper, für die Gestattung der Be- 
nützung seiner Vorträge den tiefgefühltesten Dank aus. 

Pilsen, im Mai 1889. 

Der Verfasser. 
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§ 1. Die Punktreihe und das StrahlenbUschel. 

I, Eine Linie, dieselbe mag gerade oder krumm sein, 
enthält unendlich viele Punkte, deren Gesammtheit als Punkt- 
reihe bezeichnet wird. Die Linie heisst der Träger, und joder 
einzelne Punkt ein Element derselben. Die Punkte sollen im 
folgenden mit den "kleinen Buchstaben des Alphabetes be- 
zeichnet werden. Den letzteren werden zur Vermehrung der 
Zeichen und zur Unterscheidung Stellenzeiger beigefügt. Die 
Punktreihe selbst wird dadurch bezeichnet, dass man die Zeichen 
der Elemente neben einander schreibt z. "Q.ahcd.... 

Die gerade Punktreihe ist jene, bei welcher der Träger 
eine Gerade ist Man nennt sie auch ein gerades Gebilde. 
Die krumme Punktreihe ist Jene, deren Träger eine krumme 
Linie ist. Gewöhnlich hebt man es besonders hervor, ob die 
Punktreihe krumm ist, man hat also dann unter Punktreihe 
schlechtweg nur eine gerade Punktreihe zu verstehen. 

Ein besonderes Element der geraden Punktreihe ist der 
unendlich ferne Punkt derselben. 

Man kann sagen, dass eine 
jede Gerade nur einen einzigen 
unendlich fernen Punkt besitzt, wie 
folgende Betrachtung zeigt. Es sei 
o Fig. 1 ein ausserhalb der Geraden 
G gelegener Punkt Jede durch 
ihn gezogene Gerade A schneidet 
G in einem einzigen Punkte a. 
Dieser fällt ins Unendhche, wenn 
A parallel G wird. Da es jedoch 
nach dem Axiom des Euklid es 
durch nur eine einzige ParaJlele 
zu G gibt, so gibt es auch nur 
einen unendlich fernen Punkt in der Geraden. Eine Vorstellung 
Rulf, Elemente d. proj. Geometrie. i 
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[§ I 

darf man damit allerdings nicht verbinden, denn das, was sich 
unserer Vorstellung in der Grössenlehre entzieht, wird ja als 
unendlich, sei es unendlich klein oder unendlich gross bezeichnet. 
Man kann sich auch zwei oder mehrere Punktreihen auf 
demselben Träger denken, dieselben werden dann als Punkt- 
reihen mit demselben Träger oder als conlocale Punktreihen 
bezeichnet. 

2. Durch einen Punkt kann man in einer Ebene unend- 
lich viele Strahlen ziehen, welche in ihrer Gesammtheit ein 
Strahlenbüschel genannt werden. Der Punkt heisst der Träger, 
Mittelpunkt oder das Centrum, jeder Strahl ein Element des- 
selben. Die letzteren werden mit den grossen Buchstaben 
des Alphabetes bezeichnet, denen man zur Vermehrung der 
Zeichen noch Zeiger anhängt. Das Strahlenbüschel selbst wird 
dadurch bezeichnet, dass man zuerst das Zeichen des Trägers 
schreibt und daneben in eine Klammer die Zeichen der Ele- 
mente setzt z. B. o{ABCD...). Siehe Fig. i. 

Ist der Träger des Strahlenbüschels ein unendlich ferner 
Punkt, so sind sämmtliche Elemente unter einander parallel, 
und das Büschel heisst €\n. Paraüelstrahlenbüschel. Ein besonde- 
res Element desselben ist die unendlich ferne Gerade der Ebene. 

Man kann nämlich sagen, dass alle unendlich fernen 
Punkte in einer Ebene auf einer Geraden liegen. Eine ähn- 
liche Betrachtung, wie die unter i), führt dazu. Es sei E eine 
Ebene, o ein ausserhalb derselben gelegener Punkt. Jede 
durch o gelegte Ebene schneidet E in einer Geraden. Diese 
fällt ins Unendliche, wenn die Ebene parallel E wird. Da es 
aber durch o nur eine einzige parallele Ebene gibt, so gibt es 
auch nur eine einzige unendlich ferne Gerade. Eine Vor- 
stellung darf man auch hier wieder damit nicht verbinden. 

Mehrere Stahlenbüschel können auch denselben Träger 
haben. Sie werden concentrische oder conlocale Strahlenbüschel 
genannt. 

3. Gegenseitige Beziehungen zwischen Punktreihe und 
Strahlenbüschel. Verbindet man die Elemente einer Punkt- 
reihe abcd Fig. I mit einem ausserhalb ihres Trägers G 

gelegenen Punkt o, so sagt man, dass man von o aus die 
Punktreihe projiciert. Das Resultat des Projicierens ist, wie 
man sieht, ein Strahlenbüschel. 

Schneidet man ein Strahlenbüschel o{ABCD — ) Fig. i 
mit einer nicht durch den Träger desselben hindurchgehenden 
Geraden G, so entsteht auf der letzteren die Punkreihe ß^C(/ 
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Perspeciivische Lage, Projeciiviiät. 



4, Erscheinen zwei Punktreihen als der Schnitt eines und 
desselben Strahlenbüschels, so sagt man, sie befinden sich in 
perspectivischer Lage oder sind perspectivisch. Dabei werden 
je zwei Punkte, welche auf demselben Strahle liegen, als 
einander entsprechende, zusammengehörige oder homologe Punkte 
bezeichnet und gewöhnlich mit denselben Buchstaben, denen 
man zur Unterscheidung Zeiger anhängt, beschrieben. So sind 

in Fig. 1 drei Punktreihen perspectivisch, nämlich abcd 

a^/rf und a'lfc'd'. In dem Schnittpunkte der Träger G 

und L decken sich ein Paar homologe Punkte der perspecti- 
vischen Punktreihen abcd,... und aßyö 

Projicieren zwei Strahlenbüschel eine und dieselbe Punkt- 
reihe, so sagt man, sie befinden sich in perspectivischer iMge 
oder sind perspectivisch. Je zwei Strahlen, die durch denselben 
Punkt der Punktreihe hindurchgehen, heissen einander ent- 
sprechende, zusammengehörige oder homologe Strahlen und 
werden mit denselben grossen Buchstaben bezeichnet, denen 
man noch zur Unterscheidung Zeiger anhängt. In der Ver- 
bindungslinie der beiden Träger der Strahlenbüschel decken 
sich zwei homologe Strahlen. 

5. Zwei perspectivische Punktreihen können dadurch in 
eine neue perspectivische Lage gebracht werden, dass man 
zwei homologe Punkte der- Figur i. 

selben zur Deckung bringt. 

Beweis. Man denke sich 
in Fig. I den Träger G' sammt 
der Punktreihe a' b' c' d'. . . heraus- 
gehoben und so in den Raum 
gelegt, dass a' auf« fällt. Dann 
kommt b" nach b", d nach c" 
d nach <£' u. s, w. f., und es ist 
zu zeigen , dass die Geraden 
b"b, c"c, d"d u, s. w. f. sich in 
einem einzigen Punkte, dem 
Centrum der Perspectivität, 
schneiden. 




Zieht man durch a die Gerade L parallel zu G', so schneidet 
diese das Strahlenbüschel in der Punktreihe «i^/d.... und es 
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sind nach den Lehren der Planimetrie folgende Verhältnisse 

gleich : aß : a'b' ^ ay : a'c'=^ aS : a'd'= 

oder aß : ab" ^ ay : ac"= aä : ad"=: .... 

daher f/'ß jj c"y || rf"rf || 

Zieht man durch o eine Parallele zu b"ß, so schneidet diese 
die Ebene Gaä" m o'. Je drei zusammengehörige Punkte 
wie bb"ß bestimmen eine Ebene, welche die Gerade oo' enthält. 
Diese Ebene schneidet die Ebene Gad" in der Geraden 6"6, 
daher muss diese durch o' hindurchgehen. Dasselbe gilt von 
c"c, if'd u. s. w. f. 

In Fig. I treten zwei perspectivische Strahlenbüschel auf, die sich 
jedoch nicht in derselben Ebene befinden, nämlich o{abcd...^ und 
o\a,d...). 

ö. Werden zwei Punktreihen derart aufeinander bezogen, 
dass einem Punkte der einen nur ein Punkt der anderen 
entspricht, und lassen sie sich durch Deckung von zwei 
homologen Punkten in perspectivische Lage bringen, so nennt 
man sie projectivisch. 

Aus dieser Erklärung folgt, dass perspectivische Punkt- 
reihen auch projectivisch sind. 

Zur Bezeichnung der Projectivität hat v. Staudt das 
Zeichen 7\ eingeführt. In Fig. i ist daher 
abcd .. A a'b'c'd! 

Manche Schriftsteller haben für die Perspec tivität das 
Zeichen (A) in Verwendung. 

7. Zwei projectivische Punktreihen sind durch drei Paar 
homologe Punkte abc und a'b'c' vollkommen bestimmt. 

Beweis. Man bringe die beiden Punktroihen dadurch in 
perspectivische Lage, dass man zwei homologe Elemente a 
und a' zur Deckung bringt. Das Centrum der Perspectivität o 
ist hierauf durch die beiden Geraden bb' und C(f vollkommen 
bestimmt, und zu jedem beliebig in der un gestrichelten Punkt- 
reihe angenommenen Punkte x ist der homologe x' durch den 
Strahl ox bestimmt. 

Das Bestimmen des homologen Punktes zu einem beliebig 
in der einen Punktreihe angenommenen Punkte, nennt man 
das Vervollständigen der projecUvischcn Punktreihen. Später 
werden zur Ausführung desselben einfache Methoden gegeben 
werden. 

8. Aehnliche und congruente Punktreihen. Entsprechen 
sich in zwei projecti vi sehen Punktreihen die unendlich fernen 
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Punkte, so heissen sie ähnlich. In Fig. i sind die Punktreihen 

a^y6... und afb'c'd' ähnlich. 

Aehnliche Punktreihen sind durch zwei Paar homologe 
Punkte vollkommen bestimmt, da die unendlich fernen Punkte 
ihrer Träger einander entsprechen. Man wird sie in perspec- 
tivische Lage gebracht haben, wenn man ihre Träger zu ein- 
ander parallel legt, denn dann decken sich die beiden homo- 
logen, unendlich fernen Punkte. Bringt man irgend zwei 
andere homologe Punkte zur Deckung, so muss das Centrum 
der Perspectivität ins Unendliche fallen, denn es muss auf der 
Verbindungslinie der beiden unendlich fernen Punkte der 
Träger gelegen sein. Alle Verbindungslinien homologer Punkte 
müssen unter einander parallel sein, und es sind daher folgende 
Verhältnisse gleich : ab : a'b' ^ ac: a'if = ad: a'd' = , . . . Ist 
überdies der Exponent dieses constanten Verhältnisses /, so 
heissen die Punktreihen congruent, denn sie können, da dann 
ab^a'U, ac-=^a'c' u. s. w., zur Deckung gebracht werden. 
Legt man die Träger congruenter Punktreihen zu einander 
parallel, so müssen auch die Verbindungslinien homologer 
Punkte zu einander parallel sein. 

Stimmen zwei projectivische Punktreihen in drei Elementen 
überein, so sind sie congruent. 

9. Zwei Punktreihen einer dritten projectivisch sind 
untereinander projectivisch. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass, 

wennaÄCi^ 7\ctßy6 \mAa'h'c'd'... 

A«^yrf..., auch abcd — 7\a'b'c'd'... 

Man bringe die drei Punktreihen 
Fig. 2 in eine solche Lage, dass a a und 
a' sich decken, und ihre drei Träger 
G, L und G' nicht in einer Ebene liegen. 
Nun befinden sich die beiden Punkt- 
reihen abcd... und aßyd nach 5 in 

perspectivischer Lage, und es müssen sich daher bß, cy, dS 
u. s. w. in einem einzigen Punkte o schneiden. Ebenso be- 
finden sich auch aßyi... und a'Ui^d'. . . in perspectivischer 
Lage, daher müssen sich auch ßb', /c*, 6df u. s. w. in einem 
Punkte 0' schneiden. 00' schneidet die Ebene der Träger GG' 
in/. Je drei zusammengehörige Punkte wie bßb\ eye', ddd' 
bestimmen eine Ebene, jede dieser Ebenen enthält 00', daher 
auch/. Die Spuren dieser Ebenen auf der Ebene GG', das 
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sind die Geraden hb', cc', dd' u. s. w. müssen daher durch p 

gehen, es befinden sich also ab ed.. und a'b'c'd in per- 

spectivischer Lage und sind demnach auch projectivisch. 

10. Strahlenbüschel, welcheprojectivische Punktreihen pro- 
jicieren, werden projectivisch genannt. Dabei sind jene Strahlen 
homolog, welche einander entsprechende Punkte projicieren. 

So sind z. B. in Fig. 2 die Strahlen büschel o{al>cd..) nnd 
o'{a'6'c'<i'..) projectivisch, weil abcd . . {7\) a'bYd', und man schreibt 
o(abcd..) Äö'{ö'iV^'..). 

Projectivische Strahlenbüschel werden von geraden Linien 
in projectivischen Punktreihen geschnitten. 

Beweis, Es sei o{abcd .) 7\o'{a'b'c'd'), und es werde 
das Strahlenbüschel o von einer Geraden in der Punktreihe 
aßyö... geschnitten. Dann ist abcd.. 7\ a^yö.., weil per- 
spectivisch und nach g) . .. «i^/rf .. Ä a'h'c'd' .. i). Femer werde 
das Strahlenbüschel o' {dl/dd' . .) von einer Geraden in der 
Punktreihe a'ß'y'ö'.. geschnitten und man hat zu zeigen, dass 
aßyd.. Ä e^ß'y'&... 

Es ist a'b'c'd'..(T,) ct'ß'y'ä'. ., daher mittelst i) und g)... 
aßyd..7\a'ßy6'... 

Projectivische Strahlenbüschel sind durch drei Paar 
homologe Strahlen vollkommen bestimmt, denn schneidet man 
dieselben mit zwei geraden Linien, so entstehen auf diesen 
nach ebengezeigtem projectivische Punktreihen, von denen 
drei Paar entsprechende Punkte gegeben sind. Da durch die 
letzteren die beiden projectivischen Punktreihen bestimmt sind, 
so sind es auch die Strahlenbüschel, die sie projicieren. 

II. Bringt man zwei projectivische Strahlenbüschel in 
derselben Ebene in eine solche Lage, dass zwei homologe 



Strahlen sich decken, 
Figur 3- 




I sind sie perspectivisch. 

In Fig. 3 liegen die projectivi- 
schen Strahlenbüschel 0{ABCD . .) 
und O'iA'B'CB') so, dass die bei- 
den homologen Strahlen OA und 
O'A' einander decken. Die homo- 
logen Strahlen B und B' schneiden 
sich in b, C und O 'm c, die Ge- 
rade G schneidet beide Strahlen- 
büschel in projectivischen Punkt- 
reihen, da diese aber in den drei 
Punkten abc übereinstimmen, so 
sind sie nach 8) congruent, und 
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alle übrigen homologen Punkte decken sich, d. h. je zwei homo- 
loge Strahlen D und ly schneiden sich in d auf G, und die 
Strahlenbüschel befinden sich in perspectivischer Lage. 

Die Gerade G wird die Achse der Perspectivität genannt. 

12. Congruente Strahlen büschel. Man kann sich leicht 
ein Strahlenbüschel noch einmal denken, entstanden durch Ver- 
schiebung in der Ebene oder durch Hcraushebung des ge- 
gebenen aus derselben. Hiebei werden je zwei Strahlen als 
homolog bezeichnet, die gegenseitig aus einander hervorgehen, 
und es ist klar, dass zwei Strahlen in dem einen Büschel den- 
selben Winkel einschliessen, wie ihre homologen im zweiten. 
Da man beide Strahlenbüschel wieder zur Deckung bringen 
kann, so heissen sie congruent. 

Congruente Strahlenbüschel sind projectivisch. 

Beweis. Man bringe die beiden congruenten Strahlen- 
büschel 0{ABCD . .) und aiA-BCD-..) Fig. 3 (bei denen also 
z.B. -icAOC = A'OO) in eine solche Lage, dass zwei homo- 
loge Strahlen, z. B. OA und O'A', einander decken. Dann 
schneiden sich die homologen Strahlen B&, CO, DD' u. s. w. f. 
in den Punkten b, c, d . ., welche die Spitzen von gleich- 
schenkeligen Dreiecken sind mit der gemeinschafUichen Grund- 
linie 00'. Sie müssen daher in einer Geraden G liegen, welche 
00' in a halbirt und auf ihr senkrecht steht. Die beiden 
Strahlenbüschel beiinden sich daher in perspectivischer Lage 
und sind demnach projectivisch. 

Die beiden Strahlenbüschel und O' in Fig. 3 werden un- 
gletchstimmig congruent genannt, denn denkt man sich beide 
durch Drehung der Strahlen A und A' um beziehungsweise 
0' herum erzeugt, so erfolgt beim Figur 4. 

Büschel O* die Drehung im Sinne 
des Uhrzeigers, bei in ent- 
gegengesetzter Richtung. 

Dagegen sind Fig. 4 die 
beiden Strahlenbüschel 

o{ABCD..) und o'ißhcd..) 
gletchstiffimig congruent, denn 
hier erfolgt die Erzeugung durch 
Drehung der Strahlen oa be- 
ziehungsweise o'a in demselben Sinne. 

Die homologen Strahlen zweier gleichstimmig congruen- 
ter Büschel schneiden sich in den Punkten eines Kreises, 
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welcher durch die Träger derselben hindurch geht, oder das 
Erzeugnis zweier gleichstimmig congruenter Büschel ist ein 
Kreis. 

Beweis. Es seien Fig. 4 o{abcd.,) und o'[ahcd..) zwei 
Strahlenbüschel von der Beschaffenheit, dass -Kaob ^ ao'b, 
aoc = ao'c u. s. w. Durch die vier Punkte oo'ab lässt sich 
der gleichen Winkel wegen ein Kreis legen, ebenso durch 
oo'ac, beide Kreise fallen aber in einen einzigen zusammen, 
da sie in drei Punkten oo'a übereinstimmen. 

Sind in zwei projecti vi sehen StrahlenbUscheln die von 
drei homologen Strahlen gebildeten Winkel untereinander 
paarweise gleich, so sind die Strahlen bUschel congruent 

Beweis, Es seien in Fig. 3 in den projecti vischen Strahlen- 
bUscheln 0{ABCn..) und 0\A'BCry.,) die "Winkel gleich: 
AOBunäA'O'B; AOC und A'CfC, BOC und BO'C, so ist zu 
zeigen, dass auch -^^AOD^A'O'D' ist. 

Man bringe die beiden Strahlenbüschel in perspectivische 
Lage, indem man OA mit OA' zur Deckung bringt. Die homo- 
logen Strahlen schneiden sich hierauf auf einer Geraden G. 
Der gleichen Winkel wegen sind jedoch die Dreiecke ObO' 
und OcO' gleichschenkelig, es muss daher G die Strecke OO' 
in a halbiren und auf derselben senkrecht stehen; daher ist 
auch das Dreieck Oi/C gleichschenkelig, und ^AOD^A'QD'. 

Daraus folgt auch, dass zwei Strahlen hü s chel , deren 
Strahlen parallel sind, oder aufeinander senkrecht stehen, 
projecti vi seh sind. 

§ 3. Die Vervollständigung projectivischer Punl(treihen und 
Strahlenbüschel. 

13. Zwei projecti vische Punktreihen sind Fig 5 durch 
drei Paar homologe Elemente aa', bb' und cd gegeben; man 
bestimme zu einem beliebigen Punkte x den homologen xf. 

Man projiciere von a aus die Punktreihe a'bY..x', von a' 
aus jene abc..x, wodurch man zwei projecti vis che Strahlen- 
büsehel in perspectivischer Lage erhält, da sich m aa' homo- 
loge Strahlen decken. ^7, wobei ß der Schnittpunkt von a^ 
mit a'b und 7 jener von ac^ mit a!c ist, bildet hier die Achse 
der Perspectivität, welche man die Vervolktändigungsachse 
oder Directionsachsc nennt. Schneidet nun a'x die Vervoll- 
ständigungsachse in g, so liegt xf im Schnittpunkte von G' 
mit a^. 
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Bezeichnet man den Schnittpunkt der beiden Träger G 
und G' mit m' und rechnet ihn zur gestrichelten Punktreihe, 
so ist sein homologer m Fig. 5. 

der Schnittpunkt der 

VervoUständigungs- 
achse mit G. Rechnet 
man ihn dagegen zur 
ungestrichelten Punkt- 
reihe, indem man ihn 
mit n bezeichnet, so ist 
n' der Schnittpunkt der 

VervoUständigungs- 
achsc mit G'. Da die 
Punkte m und n' immer 
dieselben bleiben, man 
mag welches Punkte- 
paar aa', bb' u. s. w. 
immer zur Projection be- 
nützen, so folgt daraus: Die Vervollständigungsachse ist un- 
veränderlich. 

14. Es dürfte schon an dieser Stelle zweckmässig sein, 
auf das Princip der Reciprocität oder Dualität aufmerksam zu 
machen, welches sich bereits in den allerersten Anfangen der 
Geometrie aufstellen lässt. 

Eine Figur heisst in Bezug auf eine andere recifrok, wenn 
sie aus der letzteren dadurch entsteht, dass an die Stelle von 
Punkten Gerade, und an die Stelle von Verbindungslinien 
Schnittpunkte und umgekehrt treten. So ist z. B. die Ver- 
bindungslinie G der beiden Punkte a und b reciprok zum 
Schnittpunkte g der beiden Geraden A und B, femer das 
Strahlenbüschel reciprok zur Punktreihe, das Projicieren einer 
Punktreihe von einem Punkte aus reciprok dem Schneiden 
eines Strahlenbüschels mit einer Geraden. 

Eine Eigenschaft, ein Satz oder eine Aufgabe heisst zu 
einer Eigenschaft, einem Satze oder einer Aufgabe reciprok 
oder dual, wenn die Voraussetzung der (des) ersten reciprok 
ist zu jener (jenem) der (des) zweiten, und ebenso, wenn die 
Behauptung der (des) ersten reciprok ist zu jener (jenem) der 
(des) letzteren. So ist z. B. die Eigenschaft, dass eine Gerade 
G durch den Schnittpunkt s zweier Geraden A und B hin- 
durchgeht, reciprok zu jener, dass ein Punkt g in der Ver- 
bindungslinie S zweier Punkte a und b gelegen ist. So ist 
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ferner zur Aufgabe: „Zwei projectivischc Punktreihen sind zu 
vervollständigen" die reciproke: 

15. Zwei projectivische Strahlenbüschel, durch drei Paar 
homologe Elemente gegeben, sind zu vervollständigen. 

Hat man zu einer Aufgabe die Lösung gefunden, so 
findet man jene der reciproken Aufgabe, wenn man zur Lösung 
der ersten die reciproke Figur sucht. Dass dies allgemein 
giltig ist, wird später gezeigt werden. Hier muss die Richtig- 
keit der so gefundenen Lösung noch für sich bewiesen werden. 
In der vorhergehenden Aufgabe 13 wurden die beiden 
projectivischen Punktreihen von einem Paar homologer Punkte 
aa' aus projiciert. Hier muss man daher (Fig. 6) die beiden 
projectivischen Strahlenbüschel 0{A3C..) und 0'{A'£'C'..) mit 
den beiden homologen Strahlen OA und O'A' schneiden, wo- 
durch man die beiden projectivischen Punktreihen aßy . . und 
Fig. 6. a'ß'y' . . erhält, die sich in 

perspectivischer Lage be- 
finden, da im Schnitt- 
punkte von A und A' 
sich homologe Punkte 
decken. Das Centrum der 
Perspectivität c, hier Ver- 
■volktändigungs oder Di- 
recHonscentrum genannt, 
ist durch den Schnitt von 
^i? mit 77' bestimmt. Der 
Strahl X schneidet A' in 
g, gc den Strahl A in g', 
und § mit O' verbunden 
giebt den gesuchten Strahl X'. 

Bezeichnet man 00' mit N, so ist O'C der homologe 
Strahl A". Ebenso ist OC der homologe Strahl M zu 00' 
mit M' bezeichnet Da M und N' immer dieselben bleiben, 
welches Strahlenpaar AA' man auch zum Schneiden benützt 
hat, so folgt daraus; Das Vervoll ständigungscentrum ist un- 
veränderlich. 

Zur Uebung. a) Man vervollständige zwei ähnliche 
projectivische Punktreihen, b) ein Parallelstrahlcnbüschel mit 
einem gewöhnlichen, c) zwei Parallelstrahlenbüschel. 
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§ 4' Die Doppelelemente conlocaler Punktreihen und 
concentrischer Strahlenbiischel. 

i6. Zwei zusammenfallende homologe Punkte zweier 
conlocaler projectivischer Punktreihen nennt man einen 
Doppelpunkt. 

Zwei conlocale projectivische Punktreihen können höch- 
stens zwei Doppelpunkte haben, denn hätten sie deren drei, so 
müssten sie nach 8 in allen Punkten sich decken. 

Haben zwei conlocale projectivische Punktreihen einen 
Doppelpunkt gemein, so müssen sie auch noch einen zweiten 
besitzen, der unter Umständen auch mit dem ersten zu- 
sammenfallen kann. 

Beweis. Auf dem Träger G (Fig. 7) sind zwei projec- 
tivische Punktreihen durch zwei F'e- 7- 
Paar homologe Punkte aa', bh' 
und den Doppelpunkt d^ ge- 
geben. Man kann sich denken, 
dass der Träger G' der zweiten 
Punktreihe a'l/di mit G zu- 
sammenhegt, und nun drehe 
man G' um d^ um einen be- 
liebigen Winkel, so dass G' in 
die Lage {G') kommt. Dann 
fällt a' nach («') und b' nach {fi'). « 
Die beiden projectivischen Punktreihen abd^ und {a'){b')di be- 
finden sich in perspectivischer Lage, und der Schnittpunkt 
von «(«') und b{b^) ist das Centrum der Perspectivität. Es sei 
nun H\ die Halbierungslinie des Winkels, um welchen gedreht 
wurde, H^ jene seines Nebenwinkels. Fällt man von O aus 
eine Senkrechte auf H^, so schneidet diese [G') und G in den 
homologen Punkten ((/;.) 4. welche nach der Zurückdrehung 
von (C) auf G zusammenfallen und daher den zweiten Doppel- 
punkt liefern. Liegt O in H^, so fallen di und (d^ mit d^ 
zusammen, und man sagt, es giebt zwei zusammenfallende 
Doppelpunkte. 

17. Zwei zusammenfallende homologe Strahlen zweier 
concentrischer projectivischer Strahlenbüschel nennt man einen 
Doppelstrakl. 

Zwei concentrische projectivische Strahlenbüschcl können 
höchstens zwei Doppelstrahlen gemein haben, denn hätten sie 
deren drei, so müssten sie sich in allen Strahlen decken. 
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Haben zwei concentrische projectivische StrahlenbUschel 
einen Doppelstmhl gemein, so mUssen sie auch noch einen 
zweiten besitzen, der unter Umständen auch mit dem ersten 
zusammenfallen kann. 

Beweis. Man schneide beide Strahlenbüschel mit einer 
Geraden, so erhält man zwei conlocaie projectivische Punkt- 
reihen, welche in dem Schnittpunkte der Geraden mit dem 
Doppclstrahl bereits einen Doppelpunkt besitzen, daher nach 
16 noch einen zweiten besitzen müssen, durch welchen der 
zweite Doppelstrahl der Büschel hindurchgeht. 

Anmerkung. In Fig. 7 liegt bereits eine Methode zur Ver- 
vollständigung conlocaler projectivischer Punktreihen vor, welche jedoch 
den wiederholten Gebrauch des Zirkels voraussetzt. Später soll eine 
einfachere Methode gezeigt werden, welche nur den einmaligen Ge- 
brauch des Zirkels voraussetzt und auch für concentrische projectivische 
Sirahlenbüschel giltig ist, 

§ 5. Metrische Beziehung projectivischer Punktreihen, 
Continultät derselben. 

18. In Fig. 8 befinden sich zwei projectivische Punkt- 
reihen, deren Träger mit G und G' bezeichnet sind, in per- 
spcctivischer Lage, da ein Paar homologe Punkte aa' sich 
decken. Es sei o das Centrum der Perspectivität. 

Fig. 8. Zieht man durch o eine 

Parallele zu G', welche G in « 
schneidet, so ist u der homologe 
Punkt des unendlich fernen 
Punktes von G'. Ebenso ent- 
spricht ti' dem unendlich fernen 
Punkte von G, wenn ov' || G. 
-§/ u und v' heisscn die C 




der pro je cti vischen Punktreihen. 

Sind X und x' irgend ein Paar homologe Punkte, so ist 
das Product ux.v'x' constant. 

Beweis. /\uxo <-r> v'ox', daher ux:wo = v'o : i/'x' und 
ux.ifx' ^=uo .ov', wobei uo und ov' sich mit den Punkten x 
und jt* nicht ändern. 

Eine zweite wichtige aus Fig. 8 ersichtliche Eigenschaft 
projectivischer Punktreihen ist die der Contmuität. Durchläuft 
X die Punktreihe auf G über bu und c nach a continuirlich, 
so bewegt sich x' auf ö' stetig über h', den unendlich fernen 
Punkt von G' und d nach a'. 
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§ 6. Die Punkt- und Strahleninvoiutionen. 

ig. Fallen bei zwei conlocalen projectivischen Punkt- 
reihen die Gegenpunkte u und v' zusammen, so entsprechen 
sich die homologen Elemente vertauschbar oder mvolutorisch, 
d. h. entspricht xf dem Punkte x, und rechnet man x', etwa 
mit y bezeichnet, zur ungestrichelten Punktreihe, so fällt y' 
mit X zusammen. Man sagt, die beiden projectivischen Punkt- 
reihen befinden sich in involutorischer Lage oder bilden eine 
Punktinvolution. Die zusammenfallenden Gegenpunkte werden 
mit i bezeichnet, t heisst der Mittelpunkt oder Centraipunkt 
der Involution. 

Beweis. Es seien a und a' ein Paar homologe Punkte 
der projectivischen conlocalen Punktreihen, bei welchen u und 
■& zusammenfallen. Dann ist das Produkt la . ia' unveränder- 
lich, denn nach 18 ist ua.v'a' constant, und es fallen hier u 
und v' in i zusammen. Wird also die eine Punktreihe durch 
einen beweghchen Punkt x erzeugt und nähert sich derselbe i, 
so muss sein homologer x' sich von i entfernen, denn wird in 
dem Constanten Produkte ix . ix' der eine Faktor ix kleiner, 
so muss der andere ;V grösser werden. 

Es kann zwei wesentlich verschiedene involutorische 
Lagen geben, nämlich 1) i liegt zwischen a und a\ 2) i liegt 
ausserhalb der Strecke aa' (Fig. ga und gb). 

Man nehme an, im ersten Fifi-Q^- 

Falle (Fig.g a) beginne der Punkt 
X seine Bewegung von i aus 
nach rechts, x' befindet sich 
beim Beginne derselben im Un- 
endlichen. Bewegt sich x stetig, 
so muss sich auch x' nach 18 
continuirlich bewegen. Da x 
sich a nähert, so muss sich auch 
xf ..^ nähern, und zwar kann 
dies nur links von i erfolgen, 
denn befände sich x' rechts, so Fig. gb. 

müsste es, um nach a' continuirhch zu gelangen, i passiren, 
und da müsste x ins Unendliche fallen, was ausgeschlossen ist. 
Kommt nun x nach a, so befindet sich xf in a", und fällt 
endlich x ins Unendliche, so gelangt ^ nach i. Daraus ersieht 
man, dass einem linken x' ein rechts gelegenes :*: entspricht. 
Befindet sich nun x hnks, so kann x' nur rechts hegen, denn 
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angenommen x' läge links, so müsste ihm nach eben Ge- 
zeigtem ein rechtes x entsprechen, also hätte V zwei homo- 
loge Punkte, was unmöglich ist. Daraus ersieht man, dass 
alle homologen Punktepaare im Falle i) durch den Central- 
punkt getrennt werden. Kommt nun x nach c^, so muss xf 
mit a zusammenfallen, denn es ist ix . ix' =^ ia . ia', oder da 
ix = ia' auch ixf = ia. Da nun x' rechts von i liegen muss, 
so fällt es mit a zusammen, und die Punkte entsprechen sich 
involu torisch. 

Im Falle i) können nie homologe Punkte zusammenfallen, 
es giebt also keine Doppclpunkte und man sagt, es liegt eine 
Punktinvolution mit imaginären Doppelpunkten vor. Es giebt 
aber ein Paar homologe Punkte yy', deren Entfernung durch 
den Centralpunkt halbiert wird, daher auch sein Name. Man 
findet iy = iy als mittlere geometrische Proportionale zwischen 
ia und ia' (s. Fig. ga). 

Bewegt sich im zweiten Falle (Fig. 9b) x von i aus nach 
rechts, so muss sich auch x' rechts befinden, denn wenn x 
nach a kommt, müsste x' nach a' fallen, was, wenn xf sich 
links befinden würde, nur nach einem Durchgange durch i statt- 
finden könnte, wobei wiederum x ins Unendliche fallen müsste, 
was bei der Bewegung des x von i nach a ausgeschlossen ist 
Erst wenn x über a ins Unendliche gelangt ist, kommt x' 
nach i'und muss sich hierauf mit x gleichzeitig links befinden, 
denn hätte ein linkes x ein rechtes y, so hätte dieses wiederum 
nach eben Gezeigtem ein rechtes x, also ein x' hätte zwei x, 
was unmöglich ist. Also liegt in diesem Falle für alle homo- 
logen Punkte der Centralpunkt ausserhalb der von ihnen be- 
grenzten Strecke, Kommt x nach a', so ist ix . ix' = ia . ia', 
worin ix = ia', daher auch ix' = ia, oder x" identisch mit a, 
da beide zu derselben Seite von i gelegen sind. Die Punkte- 
paare entsprechen sich also auch hier involutorisch. 

Da die Punkte x und x' sich zu derselben Seite von i 
befinden und gegeneinander bewegen, so müssen sie einmal 
zusammentreffen, sowohl rechts als auch links von i. Es wird 
also hier zwei Doppelpunkte geben. Bezeichnet man einen 
derselben mit dt, so ist id^ = ia.i(^, wonach id^ und id^ als 
mittlere geometrische Proportionalen in Fig. 9b construirt 
wurden. Wie man sieht, liegt hier i in der Mitte zwischen 
den Doppelpunkten und man sagt, es ist eine Involution mit 
reellen Doppelpunkten. 

Fallen die beiden Doppelpunkte zusammen, so erfolgt 
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dies in i. Dann fällt auch zu einem jeden beliebigen Punkte 
X der homologe nach i, denn das constante Produkt ix . ixf 
hat hier den Wert nuU- 

Da eine Punktinvolution aus zwei projectivischen Punkt- 
reihen besteht, so wird sie nach 7 vollkommen bestimmt sein: 

1) durch zwei Paar homologe Elemente, 

2) durch ein Paar homologe Elemente und den Centralpunkt, 

3) durch den Centralpunkt und einen Doppelpunkt, 

4) durch einen Doppelpunkt und ein Paar homologe Punkte, 

5) durch beide Doppelpunkte. 

20. Projiciert man von einem ausserhalb des Trägers 
gelegenen Punkte eine Punktinvolution, so erhält man zwei 
concentrische projectivische Strahlenbüschel, in welchen die 
Strahlenpaare einander vertauschbar entsprechen, und die man 
deshalb eine StrahlenmvoluHon nennt. Hat die Punktinvolution 
reelle Doppelpunkte, so erhält man eine Strahleninvolution mit 
reellen Doppehtrahlen, sind die Doppelpunkte imaginär, eine 
Strahleninvolution mit imaginären Doppelstrahlen. 

Eine nicht durch den Träger hindurchgehende Gerade 
schneidet die Strahleninvolution in einer Punktinvolution, denn 
nach 10 müssen zwei conlocale projectivische Punktreihen ent- 
stehen, in welchen sich die Punktepaare vertauschbar ent- 
sprechen. 

Eine Strahleninvolution wird nach 10 gegeben sein: 
i) durch zwei Paar homologe Strahlen, 

2) durch die beiden Doppelstrahlen, 

3) durch einen Doppelstrahl und ein Paar homologe Strahlen. 

21. Entsprechen sich in zwei concentri sehen projectivi- 
schen StrahlenbUscheln ein Paar Strahlen vertauschbar, so 
bilden sie eine Strahleninvolution. 

Beweis. In Fig. 10 sind zwei conlocale projectivische 
Strahlenbüschel durch die einander vertauschbar entsprechenden 
Strahlen AA', die man demnach auch Figur 10. 

mit B' und B bezeichnen kann, und 
das Strahlenpaar CO gegeben. Dieselben 
werden von einer zu A parallelen Geraden 
G nach 10 in zwei conlocalen projec- 
tivischen Punktreihen geschnitten , bei 
welchen sich die Gegenpunkte u und v' 
in i decken, da sowohl B als auch A 
parallel zu G ist Die Punktreihen bilden 
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daher nach 19 eine Punktinvolution und nach 20 die sie pro- 
jicierenden Büschel eine Strahleninvolution. 

Entspricht sich in zwei conlocalen projecti vischen Punkt- 
reihen ein Punktepaar vertauschbar, so ist eine Punktinvolu- 
tion vorhanden. 

Beweis. Projiciert man beide Punktreihen von einem 
Punkte, der ausserhalb ihres Trägers liegt, so erhält man zwei 
conccntrische projectivische Strahlenbüschel, die eine Strahlen- 
involution bilden, da ein Paar Strahlen einander vertauschbar 
entsprechen. Der Schnitt dieser Strahleninvoiution mit dem 
Träger ist daher eine Punktinvolution. 

22. Sind ahc und d vier Punkte einer Geraden, so ist 
abcd Ä bade. 

Beweis. Betrachtet man ab und c als Elemente einer 
Punktreihe und ordnet diesen bad als homologe Punkte einer 
zweiten zu, so sind dadurch nach 7 zwei projectivische Punkt- 
reihen bestimmt, welche, da a und b einander vertauschbar 
entsprechen, nach 21 eine Punktinvolution bilden, daher auch 
c und d einander involutorisch entsprechen. 

23. Harmonische Punkte und Strahlen. Hat eine In- 
volution wie jene Fig. gb reelle Doppelpunkte, so trennen die 
letzteren ein jedes Paar homologer Punkte von einander, und 
zwar wie man sag;! harmonisch. Die Trennung folgt aus der 
Beziehung id\ = id^ = ia. ia'. 

Die beiden Doppclpunkte dyd-i und das Punktepaar aa' 
werden vier harmonische Punkte genannt, und es sind dabei 
£di und a'a einander zugeordnet. Auch sagt man: ^ ist 
der vierte harmonische Punkt zu a in Bezug auf r/' in- 
zwischen vier harmonischen Punkten besteht die Be- 
ziehung: dx d-iaa' T\ d^ di afl. 
Nach 22 ist aber d\ d^ a'a 7\ d^di aci, 
daher nach 9: d^d^aa'Jx d-id^aa', 

wobei nun aa' als Doppelpunkte erscheinen. Es ist also bei 
vier harmonischen Punkten einerlei, welches von den beiden 
zusammengehörigen Punktepaaren man als die Dopfeipunkte 
der Involution betrachtet. 

Auch ist sogleich klar, dass die Endpunkte einer Strecke, 
ihr Mittelpunkt und der unendlich ferne Punkt der Geraden 
vier harmonische Punkte sind. 

Projiciert man vier harmonische Punkte von einem ausser- 
halb ihres Trägers gelegenen Punkte, so erhält man vier 
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harmonische Strahlen, die von einer Jeden nicht durch den Träger 
gehenden Geraden in vier harmonischen Punkten geschnitten 
werden. 

24) Das vollständige Viereck und Vierseit- Vier Punkte 

abc und d (Fig. 11), von denen nicht mehr als zwei in einer 
Geraden liegen, bestimmen eine Figur, welche das vollständige 
Viereck genannt wird. Die vier Punkte heissen die Eckpunkte 
desselben. Sie bestim- Figur n. 

men 6 gerade Linien, g 

nämUch: ab, ac, ad, bc, 
bd und cd, welche die 
Seiten des vollständigen 
Viereckes genannt wer- 
den. Gegenüberliegende 
Seiten heissen je zwei 
derselben, welche nicht 
durch denselben Eck- 
punkt gehen. Es gibt 

deren drei Paar, nämhch: ah und cd, ac und bd, ad und bc. 
Je zwei gegenüberliegende Seiten schneiden sich im Diagonal- 
punkte, deren es drei giebt, nämlich: (/,, d-i und d^, und die 
das sogenannte Diagonaldreieck bilden. 

Die reciproke Figur (siehe 14) zum vollständigen Vierecke 
ist das vollständige Vierseit. Dasselbe wird Figur 1 r von den 
vier Geraden A, B, C und D gebildet, von denen nicht mehr 
als zwei durch einen Punkt hindurchgehen. Die vier Geraden 
durchschneiden sich in 6 Punkten, b, c, d, x', y und 2, welche 
Eckpunkte genannt werden, und von welchen je zwei, die nicht 
in derselben Geraden liegen, als gegenüberliegende Eckpunkte 
bezeichnet werden. Es gibt deren drei Paar, nämlich: ex', by 
und z d, welche die drei Diagonalen des Vierseites bestimmen, 
von denen wiederum das Diagonaldreieck eingeschlossen wird, 

25) Der Satz des Desargues. Die gegenüberliegenden 
Seiten eines vollständigen Viereckes werden von einer Geraden 
nach einer Punktinvolution geschnitten. 

Beweis. In Figur 11 ist d {zcd^b) {7\) a (^cd^b) . . . i) 
Schneidet man beide Strahlenbüschel mit der Geraden D, so 
ist zy^xf 7\ zx^y' und nach 22 , , . ^y'zx Ä zxz'y', daher nach 
9 mittelst i) 3^ 2V Ä z'y'zx, in welchen projectivischen Punkt- 
reihen das Elementenpaar zz' sich vertauRchbar entspricht, 
daher nach 21 eine Punktinvolution gebildet wird. 

Geht die Gerade D durch zwei Diagonalpunktc, z. B, 
Rulf, Elemente d. proj, Geometrie. 2 
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d^d-i, so fallen in diesen x mit V und jv mit y zusammen, und 
es sind demnach d\ d% die DoppelpXinkte der auftretenden 
Involution, in welcher ee' ein homologes Paar ist, oder d^d-iC^ 
sind vier harmonische Punkte. 

Der reciproke Satz zu jenem des Desargues lautetr 
„Die gegenüberliegenden Ecken eines vollständigen Vierseites 
werden von einem Punkte aus in einer Strahleninvolution 
projiciert." 

Beweis. Das Strahlenbüschcl a{cx^by dz) Fig. ii bildet 
eine Involution, denn es projiciert die Punktinvolution xx'y'y!f2. 

Fällt der Punkt a nach O in den Schnittpunkt zweier 
Diagonalen zd und by, so werden die letzteren die Doppel- 
strahlen in der Involution, oder Oificzx^) sind vier harmonische 
Strahlen. 

26. Anwendung des vollständigen Viereckes zur Ver- 
vollständigung von Involutionen mittelst eines Lineals allein. 

a) eine Punktinvolution sei Fig. 11, durch zwei Paar ho- 
mologe Punkte xx' \mö yy' gegeben; man suche zu s den 
homologen Punkt. 

Man zeichne durch z eine beliebige Gerade A, nehme auf 
derselben einen beliebigen Punkt c an, und projiciere von 
diesem zwei nicht zu demselben Paare gehörige gegebene 
Punkte, z. B. x und y. Hierauf nehme man b in derselben 
Geraden an und projiciere x' und y' von b. Von den so er- 
haltenen vier Strahlen bringe man je zwei zum Schnitt, die 
nicht durch homologe Punkte gehen, also ex und by' in a, 
cy und bx' in d. ad geht hierauf durch den verlangten Punkt 
s', denn es ist die gegenüberhegende Seite zu ^s in dem voll- 
ständigen Vierecke ab de. 

b) Man bestimme, wenn die Involution durch zwei Paar 
homologe Punkte gegeben ist, den Centralpunkt. Da fällt der 
Punkt z ins Unendliche, die beliebig durch 3 gezogene Gerade 
wird parallel zum Träger der Involution, sonst bleibt die 
Construction dieselbe. 

Weitere Aufgaben ergeben sich, wenn man statt eines 
homologen Punktepaares den Centralpunkt oder einen Doppel- 
punkt auftreten lässt, darunter auch; 

c) Zum Punkte c soll in Bezug auf d^d^ {Figur 11) der 
vierte harmonische Punkt bestimmt werden. Man ziehe durch 
e eine beliebige Gerade, nehme in dieser die Punkte d und a 
willkürlich an, projiciere von denselben d^ und d^, und bringe 
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die so erhaltenen vier Strahlen noch in b und c zum Schnitt. 
Die Verbindungslinie Figur ii. 

der letzteren geht hier- 
auf durch den harmo- 
nischen Punkt e'. Die 
Richtigkeit der Con- 
struction folgt aus dem 
vollständigen Vierecke 
abcd. 

d) Zu einem Strahle 
ae Fig. 1 1 soll in Bezug 
auf die Strahlen ax und 
ay' der vierte harmonische Strahl gezeichnet werden. 

Man nehme auf ae einen beliebigen Punkt d an, und 
ziehe durch diesen zwei gerade Linien, welche ax in c und 
di und ayi in b und d-i schneiden. Die Verbindungslinien bc 
und dl di schneiden sich hierauf in c*, und es ist ae' der ver- 
langte vierte harmonische Strahl, denn aus dem vollständigen 
Vierecke abcdiolgt, dass e'd^ e </ ^^ier harmonische Punkte sind. 

Anmerkung. Mittelst des Zirkels kann man den vierten har- 
monischen Strahl wie folgt construieren. Man ziehe Figur lo zu dem 
Strahle A, zu dem man in Bezug auf CO den vierten harmonischen 
Strahl bestimmen soll, durch den beliebig auf C angenommenen Punkt 
c eine Parallele G, welche C in c' schneidet. Hierauf halbiere man 
cc* in )', so ist Oi der verlangte vierte harmonische Strahl (folgt 
aus 2^}. 

e) Fortgesetzte Theilung einer Strecke ohne Benützung 
des Zirkels nach Steiner. Fig. 12. Man nehme ausserhalb der zu 
theilenden Strecke ah ^ 1 einen Punkt an und verbinde denselben 
mit a und b, wodurch man das Dreieck ab 
erhält. In diesem ziehe man cd parallel ab, 
ferner im Trapeze abdc die Diagonalen arf 
und bc, die sich in e schneiden. Endlich 
geht oe durch die Mitte m von ab. 

Beweis. Des voUständig^en Vierecks oced 
wegen sind a, m, b und der unendlich ferne 
Punkt vier harmonische Punkte, daher nach 
23. m die Mitte von ab. 

Verbindet man f mit b, so schneidet 
diese Gerade die Diagonale aä in g, und 
der Strahl og die Strecke a^ in n, und es 



FigUY 




3 3 

Beweis, o/gd ist ein vollständige; 
harmonische Punkte. Werden diese von 
entstehen die vier harmonischen Punkte as 



Viereck, folglich cel/i vier 
9 aus auf ab projiciert, so 
•fib, bei weichen man nach 
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23- w und b als die Doppelpunkte der Involution betrachten kann. Ist 
)■ der Centraipiinkt der letzteren, für welchen also im ^ ib und nach 
23 iti^ := ia . in ist, so folgt : 

(,«-«) ':''(,-<.+H^ (,"-4»': («+,■») 

Mit Rücksicht auf das Vorhergehende kann die Proportion auch so 
geschrieben werden: 

— : I ^ mn : nb oder 

\:\ = ^:nb, woraus folgt nh = — ■ 
Ferner schneidet in Fig. 12 kb die Diagonale ad in k, und oi 
die Strecke ab in s , und es ist bp =^ - ■ ab = — 

Beweis, ohkd ist ein vollständiges Viereck, daher fgrh vier 
harmonische Punkte, Diese von auf a b projiciert geben die vier 
harrnonischen Punkte mnpb, für welche nach vorhergehendem die Pro- 
portion besteht; 

mn -.mb^np ipb 



Durch weitere Fortsetzung der nämlichen Konstruktion könnte 
— ' -T-> — • • ■ von ab erhalten. 



§ 7. Das Erzeugnis projectivischer Punktreihen und Strahlenbilsciiei. 

27. Das Erzeugnis zweier projectivischer Strahlenbüschel 
ist eine Curve zweiter Ordnung, welche durch die Träger 
derselben hindurch geht, und in denselben jene Strahlen zu 
Tangenten hat, welche ihrer Verbindungslinie, abwechselnd 
zu dem einen und dem anderen Büschel gerechnet, entsprechen. 

*) Diese Proportioa, welche für alle harmonischen Punkte gilt, führt durch 
Einfiihrnng von Strecken mit veischie denen Vorzeichen, je nacli dem Sinne, in 
welchem der erzeugende Punkt die Strecke durchläuft, zu der Gleichnng: 
— -^ — — , welche sich von der Proportion nur dadurch unterscheidet, dass 
an die Stelle von mn . . . — nm gesetzt wurde, und zur Erklärung harmonischer 
Punkte dient, wenn das Theilungs Verhältnis zur Begründung der projecti vischen 
Geometrie benutzt wird. 
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Beweis. Man denke sich in Figur 4 unter den gleich- 
stimmig congruenten Büscheln 0{ABCD.) und (/(ab ed..) 
irgend zwei projectivische Strahlenbüschel. Die homologen 
Strahlen schneiden sich m a, b, c, d . ., diese Punkte liegen 
auf einer Curve, von der zunächst 
zu zeigen ist, dass sie durch O 
und (y hindurchgeht. Rechnet ^'S"' -I- 

man O zum gestrichelten 
Büschel, so wird diesem Strahle 
im un gestrichelten Büschel T 
entsprechen. OO schneidet T 
in 0, daher gehört auch dem 
Erzeugnis an. Ebenso zeigt 
man, dass O auf der Curve 
hegt, indem man OO zum un- ' 
gestrichelten Büschel rechnet, 
worauf diesem Strahle T' im 
gestrichelten Büschel entspricht. 

Jeder durch gezogene Strahl, z. B. OA schneidet die 
Curve noch einmal in a, nur der Strahl T nicht, für welchen 
die beiden Schnittpunkte in O zusammenfallen. T ist daher 
die Tangente in an die Curve. Ebenso zeigt man, dass T 
die Tangente in 0' ist. 

Schneidet man beide Strahlenbüschel mit der Geraden G, 
so erhält man die projectivischen Punktreihen aßyd . . . und 
a'ß'y'd' . . . Haben diese Doppelpunkte, so sind das Punkte der 
Curve, und da es nach 16 nicht mehr als zwei Doppelpunkte 
geben kann, so schneidet die Gerade G die Curve höchstens 
in zwei Punkten, also ist die letztere von zweiter Ordnung. 

28. Die Verbindungslinien homologer Punkte zweier pro- 
jectivischer Punktreihen hüllen eine Curve zweiter Classe ein. 
Die Träger der Punktreihen sind ebenfalls Tangenten der 
Curve, und ihre Berührungspunkte sind die homologen Punkte 
zum Schnittpunkt der Träger, je nachdem man denselben 
zu der einen oder anderen Punktreihe rechnet. 

Beweis. In Figur 5 befinden sich auf den Trägem G 
und G' die projectivischen Punktreihen abc . . und a'if^ . . . 
Die Verbindungslinien homologer Punkte z.B. aa', 5^ werden 
eine Curve einhüllen, von der zunächst zu zeigen ist, dass G 
und G' auch Tangenten derselben sind. Bezeichnet man 
(siehe 13) den Schnittpunkt von G und G' mit m', so entspricht 
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ihm in der ungestrichelten Punktreihe m, m m' d. i. aber G, ist 
demnach auch eine Tan- 
gente der Curve. Eben- 
so zeigt man, indem man 
den Schnittpunkt mit n 
bezeichnet, dass G' eine 
Tangente ist. 

Von jedem Punkte 
der Punktreihe auf G 
z. B. a gibt es zwei Tan- 
genten an die Curve, 
nämlich aa' und G, nur 
von m aus gibt es eine 
einzige G, daher tn ihr 

Berührungspunkt. 
Ebenso zeigt man, dass 
Q-' n' der Berührungspunkt 
von G' ist. 

Projiciert man von irgend einem Punkte aus die beiden 
Punktreihen, so erhält man zwei conlocaie, projectivische 
Strahlenbüschel. Haben dieselben Doppelstrahlen, so sind 
diese Tangenten an die Curve. Da es aber nach 17 nicht 
mehr als zwei Doppclstrahlcn gibt, so ist die Curve von zweiter 
Classe. 

Dieser Satz ist der reciproke (siehe 14) zu jenem 27. 




§ 8. Von der Collineation. 

2g. Herstellung einer Verwandtschaft in der Ebene 
zwischen zwei Figuren mittelst projectivischer Strahlenbüschel. 
Man nehme in der Ebene zwei projectivische Strahlenbüschel 
mit den Trägern a und a' an, und ebenso zwei andere mit den 
Trägem b und b'. Jeder Punkt / in der Ebene bestimmt in den 
Buschein a und i*) je einen Strahl, deren homologe in den 
Büscheln a' und b' sich in p' schneiden. Wie man sieht, ist 
auf diese Art einem Punkte / ein ganz bestimmter Punkt /' 
zugeordnet, p und /' werden zwei homologe, einander ent- 
sprechende, zusammengehörige oder auch verwandte Punkte 
genannt. 



*) Im Folgendi 
StraMenbiischel 
o(ABC . .) kurz das Büschel geuaunt. 



n Kürze des Ausdnickes 
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Denkt man sich eine grössere Anzahl von Punkten p, 
so erhält man eine eben so grosse Anzahl Punkte p'. Die 
Gesaramtheit der Punkte/ wird das wngestrichelte Punkisystem 
oder kurz das ungestrichelte System genannt, die Gesammtheit 
der Punkte /' das gestrichelte System. Auch werden die Punkte 
p die verwandte Figur zu, oder auch das Bild von den Punkten 
p genannt. 

Angenommen der Punkt / durchlaufe eine Gerade G. 
Dann ist das Büschel a7\b, weil perspectivisch. Es ist aber 
auch a7\a', daher nach 9. b7\ä .... 1. 

Nun ist aber auch ÄÄ^, daher mittelst i. a'7\b'. Diese 
Strahlenbüschel erzeugen aber die Punktreihe p', und diese 
liegt demnach nach 27. auf einer Curve zweiter Ordnung. Die 
verwandte Figur zu einer Geraden ist also eine Curve zweiter 
Ordnung. 

Anmerkung. Mittelst zwei Paar projectivischen Punktreihen 
kann man eine geometrische Verwandtschaft herstellen, in welcher 
einer Geraden wieder eine Gerade, und einem Punkte eine Curve 
zweiter Classe entspricht. Uebung für den Anfänger. 

30. Allgemeine Collineation. Die in 29. besprochene 
geometrische Verwandtschaft lässt sich so umgestalten, dass 
einer Geraden wieder eine Gerade entspricht, worauf dieselbe 
projectiviscke oder collineare Verwandtschaft genannt wird. 
Man ordne nur dem Strahle ab, zum Büschel a gerechnet, im 
Büschel ö' die Verbindungslinie a'b' zu, und dem Strahle ba, 
zum Büschel b gerechnet, in jenem b' . . . b'a' zu. Dann decken 
sich in den beiden projectivischen Büscheln a' und b' ein Paar 
homologe Strahlen, nämlich a'b' zu a' und b'a' zu b' gerechnet. 
Beide Strahlenbüschel befinden sich in perspectivischer Lage, 
und die homologen Strahlen schneiden sich in p' auf einer 
Geraden. 

Anmerkung. Der Anfänger ändere die in 29. (Anin.) an- 
gedeutete Verwandtschaft dahin, dass einem Punkte statt einer Curve 
zweiter Classe wieder ein Punkt entspricht. 

§ g. Eigenschaften der allgemeinen Collineation. 

31. Die collineare Figur einer geraden Punktreihe ist 
eine zu ihr projectivische Punktreihe. 

Beweis. Nach 30. entspricht einer geraden Punktreihe 
p wieder eine gerade Punktreihe /'. Da jedoch das Strahlen- 
büschel a(p . )7\ a'{p' . .), so sind es auch die Punktreihen p 
und p'. 
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Anmerkung. Da eine Gerade durch zwei Punkte vollkommen 
bestimmt ist, so wird man das colJineare Bild derselben am einfachsten 
dadurch erhalten, dass man zu zwei Punkten derselben die homologen 
Punkte sucht und untereinander verbindet. 

Die collineare Figur eines StrahlenbUschels ist ein pro- 
jectivisches Strahlenbüschel. 

Beweis. Mao schneide das Büschel p{MNO . ) mit 
einer Geraden, wodurch man die Punktreihe vtno.. erhält 
Zu den Punkten p,m,n,o.. suche man die homologen Punkte 
p'mfn'o' . .. Durch Verbindung von/' mit m'n'd . . erhält man 
das Strahlenbüschel /'(?«'«' ö'. .), welches die collineare Figur 
z\x p{MNO.) ist. Da aber nach früherem mno . .7\ m'n'o' .., 
so sind es auch die beiden coUinearen StrahlenbüscheL 

32. Den unendlich fernen Punkten des einen Systemes 
entspricht eine Gerade im anderen System, welche die Gegen- 
linie des letzteren genannt wird. 

Beweis. Befindet sich der Punkt p beständig im Un- 
endlichen, so ist der Strahl ap || bp, und folglich sind die 
Strahlenbüschel a{p . ,) und b{p . .) nach 12 congruent und pro- 
jectivisch, demnach auch a'(p' . .) A b'{p' . .). Die beiden letzten 
Strahlcnbüschel befinden sich aber in perspectivischer Lage, 
denn nach 2g. decken sich in c^b' die homologen Strahlen a'l/ 
und h'a', daher durchläuft p' eine Gerade, welche mit V be- 
zeichnet wird, und welche, wie schon oben bemerkt wurde, 
die Gegenlinie des gestrichelten Systems genannt wird. Ebenso 
zeigt man, dass wenn p' sich im Unendlichen bewegt, p eine 
Gerade f/beschreibt, die Gegenlinie des ungestrichelten Systems. 

Anmerkung. Der eben bewiesene Satz bestätigt die in 2, aus- 
gesprochene Behauptung, dass die unendlich fernen Punkte der Ebene 
auf einer Geraden, der sogenannten unendlich fernen Geraden der 
Ebene, liegen. Will man nämlich von dem Satze, dass in. der col- 
linearen Venvandtschaft einer Geraden wieder eine Gerade entspricht, 
keine Ausnahme schaffen, so muss man, da der Geraden U die un- 
endlich fernen Punkte im gestrichelten System entsprechen, sagen: 
„Sämtliche gestrichelten unendlich fernen Punkte liegen auf einer 
Geraden." 

Die unendlich fernen Punkte der Gegenlinien entsprechen 
sich gegenseitig. 

Beweis. Dem unendlich fernen Punkte von V\ weil un- 
endlich fem, kann im un gestricheltem System nur ein Punkt 
von U entsprechen, und weil er auf V Hegt, nur der uoendfich 
ferne Punkt von U. 

Zusatz 1. Nach 31. entspricht in der coUinearen Vcr- 
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wandtschaft einem Strahlenbüschel ein projectivischer Büschel, 
und man erhält zwei solche, wenn man von homologen Punkten 
aus homologe Punkte projiciert. Man findet demnach in zwei 
solchen Büscheln ein Paar homologe Strahlen, wenn man 
durch ihre Träger Parallele zu den Gegenlinien zieht. 

Zusatz 2. Einem Strahlenbüschel, dessen Träger in der 
Gegenlinie liegt, entspricht im anderen System ein Parallel- 
Strahlenbüschel, denn die Strahlen des letzteren müssen durch 
das unendlich ferne Bild des Tragers des ersten Büschels 
hindurchgeh en. 

33. In zwei collinearen Systemen gibt es immer zwei 
honiologe congniente Strahlenbüschel. 

Beweis. In Fig. 13 
entspricht d. Strahlen- 
büschel, dessen Träger 
Ui auf der Gegenlinie 
U gelegen ist, im ge- 
strichelten System 
nach 32., Zusatz 2, ein 
Parallelstrahlenbüsch e 1, 
welches die Gegenlinie 
V unter dem Winkel a schneidet. Zieht man durch u^ den 
Strahl M unter dem Winkel c zu t^ so entspricht diesem M' 
unter dem Winkel a zu V. Dem Strahlenbüschel mit dem 
Träger Wj auf 6'' entspricht ebenfalls ein Parallelstrahlenbüschel, 
welches V unter dem Winkel ß schneidet. Zieht man durch 
z*t den Strahl N unter ß zu U, so schneidet dieser M in c, 
und sein homologer Strahl N' schneidet M' im homologen 
Punkte (^ zvi c und V unter dem Winkel ß. c und d sind 
nach Früherem die Träger zweier homologer projectivischer 
Strahlenbüschel. In diesen findet man nach 31,, Zusatz i, noch 
ein Paar homologe Strahlen, wenn man durch c und c' zu U 
beziehungsweise V die Parallelen P und P' zieht. Wie man 
sieht, sind aber nach 12. die beiden Strahlenbüschel congruent, 
denn <McN=M'dN\ und <McP=M'dP'. 

34. Centrische Coltineation. Man kann die beiden col- 
linearen Systeme so aufeinander legen, dass die beiden con- 
gruenten Strahlenbüschel sich decken. Dann heissen die zu- 
sammenfallenden Träger derselben Collineationscentrum. Je 
zwei homologe Punkte, z. B. a und a\ müssen hierauf auf 
einem durch das Collineationscentrum hindurchgehenden Strahle 
liegen, und die nun vorhandene geometrische Verwandtschaft 
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der ebenen Figuren wird centrale oder centrische Collineation 
genannt. 

In der centralen Collineation gibt es eine Gerade, in 
welcher sich homologe Punkte decken, und welche die Col- 
lineation Sachse genannt wird. 

Beweis, Durchläuft ein Punkt a einen durch das Col- 
lineationscentrum c hindurchgehenden Strahl, so durchläuft 
sein homologer Punkt a' (Fig. 14) denselben Strahl, und es 

Figuc 14. 




sind nach 31. die conlocalen Punktreihen projectivisch. Da sie 
bereits in c einen Doppelpunkt haben, so müssen sie nach 16, 
noch einen haben, und dieser sei d. Dasselbe gilt von den 
conlocalen projecti vischen Punktreihen b und b', welche ausser 
c noch den Doppelpunkt A haben mögen. C, d. h. die Ver- 
bindungslinie t/A ist demnach eine selbstentsprechende Gerade, 
und es ist nur noch zu zeigen, dass in ihr sich noch ausser d 
und A homologe Punkte decken. Zieht man durch c einen 
beliebigen Strahl, der C'm.x schneidet, so muss x' auf C liegen, 
da C eine selbstentsprechende Gerade ist, und ausserdem auf 
ex, es fällt also ^ nach x. 

Zusatz I. Es folgt unmittelbar, dass auf der Collineations- 
achse sich die homologen Geraden schneiden. 

Zwei centrisch-coUineare Systeme sind durch das Cen- 
trum, die Achse und ein Paar homologe Punkte a und a' 
vollkommen bestimmt. 

Beweis. Um zu b (Fig. 14) den homologen Punkt ¥ zu 
finden, verbinde man b mit c, auf welchem Strahle hierauf b' 
liegen muss. Die VerbindungsHnie ah schneidet die Achse C 
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my, und dann ist nach 33, Zusatz 1, a'y die homologe Gerade 
zu ad, daher ihr Schnittpunkt mit cd der verlangte Punkt Ä'. 

Anmerkung. Bestimmt man in Fig. 14 auf dieselbe Art zum 
Punkte / den homologen Punkt /', so müssen sich auch /Ä und /'*' 
auf C schneiden, da sie entsprechende Geraden sind. Das giebt den 
Satz des Desargues von den 

34 a. perspectivischen Dreiecken, welcher hier bewiesen werden 
soll. Zwei Dreiecke heissen perspeciivisch, wenn ihre Ecken paarweise 
auf drei durch einen Punkt gehenden Strahlen liegen. Je zwei Eck- 
punkte, die auf demselben Strahle liegen, heissen homolog, und die 
Verbin dungsUnien homologer Punkte heissen homologe Seilen. So sind 
in Fig. 14 die schraffierten Dreiecke abf und a'h'f perspectivisch. 
Homologe Seiten sind z. B. ab und a'b'. 

Die homologen Seiten perspectivischer Dreiecke schneiden 
sich auf einer Geraden. 

Beweis, hl Fig. 14 ist zu zeigen, dass die Schnittpunkte x, y 
und 3 der homologen Seiten der l\abf und a'b'f auf einer Geraden 
liegen. Es h.ls.fgx{l\)a'fg'x, daher Ä (a/g' x) Ä ^' (i'/V-^) ™d da 
sich in bb' zwei homologe Strahlen hg und V^ decken, perspectivisch, 
demnach x, y, z Punkte einer Geraden. 

Der reciproke Satz lautet: Schneiden sich die Seiten zweier 
Dreiecke paarweise auf einer Geraden, so aind die Dreiecke 



Beweis. In Fig. 14 schneiden sich die Seiten der schraffierten 
Dreiecke abf und a'b'f paarweise in x, y, z auf der Geraden C. 
Es ist nun zu zeigen, dass die Verbindungslinien aa', bb' uad ff ' 
durch einen Punkt e hindurchgehen. Es ist b[afgx){7\)b'{afg'x). 
Das erste Strahlenbüschel wird von der Geraden ax m der Punkt- 
reihe afgx, und das zweite von a'x in jener a'f'g'x geschnitten. 
Beide Punktreihen sind daher projectivisch, und da sieb in x homologe 
Punkte decken, perspectivisch. aa', bV und //' gehen demnach durch 
einen Punkt c. 

35. Fortsetzung der Eigenschaften der centrischen Col- 
lineation. In centrisch-collinearen Systemen sind die Gegen- 
linien zur Achse parallel. 

Beweis. Da der unendlich ferne Punkt der CoUineations- 
achse sich selbst entspricht, so müssen nach 32 beide Gegen- 
linien durch denselben gehen, 

Aufgabe. Die Gegenlinien einer durch Centrum, Achse 
und ein Paar homologe Punkte gegebenen centrischen Col- 
lineation sind zu bestimmen. 

Man suche (Fig. 14} zu dem unendlich fernen Punkte von 
a'i/ den homologen Punkt. Dieser muss auf der Parallelen 
durch c zu a'h' liegen und auf ab, demnach im Schnittpunkte 
u beider. Zieht man durch u eine Parallele zu C, so ist das U. 
Zieht man durch c eine Parallele zu ab, so schneidet diese a'i^ 
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in 7/, und die durch letzteren Punkt zu C gezogene Parallele 
ist V. 

Die eine Gegenlinie steht ebenso weit vom Centrum ab, 
wie die andere von der Achse. 

Beweis. In Fig. 14 ist das Viereck cuyif ein Parallelo- 
gramm, daher cw^yv' und ci/^yu. 

Zieht man demnach durch c eine Parallele zu C, so liegen 
die beiden Gegenhnien entweder innerhalb des so entstandenen 
Flächenstreifens, oder sie sind durch denselben getreimt. Liegen 
in dem ersten Falle beide Gegenlinien in der Mitte zwischen 
Centrum und Achse zusammen, so heisst die Verwandtschaft 
eine iniiolutorische Collineatüm, denn es entsprechen sich dann 
die homologen Punkte vertauschbar oder involutorisch. 

Beweis. Nach 34. sind zwei centrisch-collineare Systeme 

auch durch Centrum, Achse und eine Gegenlinie bestimmt, 

Figur 15. denn für einen Punkt u der Gegenlinie 

(• U (Fig. 15) liegt der homologe Punkt u' 

K auf dem Strahle cu im Unendlichen. 

jj.y \ \i. In Fig. 15 wurde femer die Gegen- 

j\/ linie U in der Mitte zwischen c und C 

p /\ angenommen, woselbst sie nach Vorher- 

*\ \ gehendem mit V zusammenfällt. Zum 

\\ , beliebig angenommenen Punkte a liegt 

Ä der homologe Punkt a' auf dem Strahle 

ca. Zieht man durch a einen beliebigen Strahl, so schneidet 
dieser 6^ in m und C in x. Die durch x gezogene Parallele 
zu cu ist die homologe Gerade zu xu und schneidet daher 
ca in a'. Bezeichnet man a mit i', so überzeugt man sich 
leicht, dass dann /> nach a' fällt, daher entsprechen sich die 
Punkte involutorisch. 

36. Von zwei centri seh- colli nearen Systemen kann das 
eine immer als die Centralprojection des anderen betrachtet 
werden. 

Beweis. Man denke sich in Fig. 14 das gestrichelte 
System um einen behebigen Winkel um die Collineationsachsc 
gedreht. Dabei beschreibt o" einen Kreisbogen vom Mittel- 
punkte M, wenn a'm senkrecht auf C steht. Der gedrehte 
Punkt werde mit («') bezeichnet. Man hat sich also in Fig. 14 
den Punkt {a') nicht in der Zeichnungsebene, sondern etwa 
oberhalb derselben im Raum zu denken. Der gedrehte Punkt 
i" muss hierauf auf {a')y liegen, und ist n der Mittelpunkt 
seines Kreisbogens, so ist {^) n || (af) m und {i') b' || («') a'. Die 
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beiden Geraden a {a') und {d') b müssen sich in einem Punkte o 
schneiden, denn sie liegen in der Ebene a{t£)y, und es ist o 

Figur 14, 




ein fester Punkt, durch den auch {/")/ hindurchgeht. Es 
schneiden sich nämlich die Ebenen {af)aa' und {if)bb' in der 
Geraden co, diese ist parallel zu {a')a, daher ist sie so wie o 
fix, und o ist das Centrum, welches das gedrehte gestrichelte 
System in das un gestrichelte projiciert. Da man nun nach 33. 
zwei coUincare Systeme in centrische Lage bringen kann, so 
folgt daraus, dass man von zwei collinearen Figuren die eine 
immer als die Centralprojection der anderen betrachten kann. 

37. Bekanntlich erhält man die Kegelfläche, wenn man 
alle Punkte des Kreisumfange s mit einem ausserhalb der Ebene 
desselben gelegenen Punkte verbindet. Die entstehenden 
geraden Linien nennt man die Erzeugenden der Fläche. 
Schneidet man die Kegelfläche mit einer Ebene, so heisst die 
Schnittfigur Kegelschnitt, und man sieht, dass der Kegelschnitt 
die Centralprojection des Kreises ist. 

Die schneidende Ebene kann zur Kegelfläche nur drei 
wesentlich verschiedene Lagen haben, und darnach unter- 
scheidet man auch drei verschiedene Kegelschnitte. Ist sie 
nämlich i) zu keiner Erzeugenden parallel, dann hat der Kegel- 
schnitt keine unendlich fernen Punkte und heisst Ellipse; 
2) ist sie nur zu einer Erzeugenden parallel, so hat der Kegel- 
schnitt einen unendlich fernen Punkt und heisst Parabel, und 
endlich 3) ist sie zu zwei Erzeugenden parallel, so hat der 
Kegelschnitt zwei unendlich ferne Punkte und heisst Hyperbel. 
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Die collineare Figur eines Kreises ist ein Kegelschnitt. 

Beweis. Nach 36. kann man die collineare Fignr des 
Kreises als dessen Centralprojection betrachten. 

Anmerkung. Ueber die Natur des Kegelschnittes, der die 
collineare Figur eines Kreises ist, wird die zum- Kreise gehörige 
Gegenlinie Aufschluss geben. Schneidet die Gegenlinie den Kreis 
nicht, so hat seine collineare Figur keinen unendlich fernen Punkt 
und ist eine Ellipse. Berührt der Kreis die Gegenlinie, so ist die 
collineare Figur eine Parabel, schneidet er sie, eine Hyperbel. 

38. Zwei collineare Systeme sind durch die Annahme 
von vier Paar homologen Punkten vollkommen bestimmt 

Beweis. Sind aa!, bb' die Träger der vier paarweise 
projecti vischen Strahlenbüschel, die die collineare Verwandt- 
schaft bestimmen (s. 29. u. 30.), so darf man, da dem Strahle ah 
jener a'U und ia jener b'^ entspricht, in jedem derselben nur 
noch zwei Strahlen beliebig annehmen, nämlich im Strahlon- 
büschel a die Strahlen aA, aB, denen man in jenem c^ die 
Strahlen a'A' und a'B' als homologe zuordnet, und endlich in b 
die Strahlen ha und b^, denen wieder in U die Strahlen Jfa' 
und b'^' zugeordnet werden. aA und ba schneiden sich in c, 
die homologen Strahlen a'A' und ^a' im homologen Punkte 
c', femer aB und b^} in d, a'B' und b'ß' im homologen Punkte 
d'. Durch die vier Paar homologen Punkte aa\ bb', cd und 
dd' sind aber die zur Bestimmung der collinearen Verwandt- 
schaft nothwendigen Strahlenbüschel vollkommen bestimmt. 

Zusatz. Man erhält zum Punkte / den nämlichen 
homologen Punkt/', wenn man statt aa', bU zwei andere 
Punktepaare, etwa cc', dd', zu Trägem der projecti vi sehen 
Strahl enbüschel macht 

Beweis. In der collinearen Verwandtschaft, in welcher 
ad, bb' die Träger der projecti vischen Punktreihen sind, ent- 
stehen nach 31,, Zusatz 1, zwei projecti vische Strahlenbüschel 
c{abdp ..) und c'ia'b'd'f .). Ebenso ist d{abcp..) 7\ d'{a'b'dp' . .). 
Das sind aber die nämlichen vier Büschel, wie wenn man 
cd dd' zu Trägem der Strahlenbüschel gemacht hätte, also 
muss auch /' in der neuen Zuordnung p entsprechen. 

39. Sind fünf Punkte, von denen nicht drei in einer 
Geraden liegen, gegeben, so kann man eine collineare Ver- 
wandtschaft so herstellen, dass ihre homologen Punkte auf 
einen Kreis fallen. 

Beweis. Man nehme zu vier der gegebenen Punkte 
abc und d die homologen Punkte a'b'dd' auf einem Kreise K 
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an. Dadurch ist nach 38. die CoUineation bestimmt. Wenn 
man nun zu dem fünften Punkte e den homologen Punkt ^ 
sucht, so wird er im allgemeinen nicht auf K fallen, sondern 
ausserhalb des Umfanges desselben zu Hegen kommen. Die 
Gerade d'^ wird den Kreis noch einmal in x schneiden. Lässt 
man den Punkt d' den Kreis durchlaufen, wobei sich auch e' 
ändert, so geht die Dnie d'^ immer durch denselben Punkt x. 
Kommt nämlich d' nach d", so gelangt ^ nach_e", und es soll 
gezeigt werden, dass d"^' jetzt auch durch x geht. 

Es ist d'{a'hYx) Ä d'^a'&ifx), weil congruent. d'(a'lfi^x) 
ist identisch mit d'{a'b'c^e'), daher auch: 

d\aUd^) T\ d"{a!b'(^x). 
In der CoUineation, in welcher d' . . d und c' . . e ent- 
spricht, ist d'i^^d^) 7\ d{abce), daher: 
i) d"{a'b'c'x) 7\ d{abce). 
In der zweiten CoUineation, in welcher d" . . d und ^' . . e 
entspricht, ist d{abce) A d"{a'lf<f^'), daher mittelst 1): 

d"{a'b'(fe") Ä d"{a'b'c'x). 
Die beiden Strahlenbüschel stimmen aber in drei Strahlen 
überein, sie müssen sich daher vollständig decken, daher fällt 
d" X mit d" e" zusammen. 

Nimmt man aber statt zu d zuerst zu c den homologen 
Punkt ^ an und lässt denselben den Kreis durchlaufen, so 
kann man die nämlichen Schlüsse machen, und es wird sich 
ein fester Punkt y auf dem Kreis^ ergeben, durch den be- 
ständig die Gerade e'd' hindurchgeht. Nun kann man indirekt 
zeigen, dass, wenn man e' m x annimmt, d' nach y fällt. An- 
genommen d' und y seien verschiedene Punkte, deren Ver- 
bindungslinie aber nach Vorhergehendem durch x gehen muss. 
Dann ist, weil x mit e' zusammenfällt, 

d'ia'Vi^x) Ä d{abce), daher mittelst i) 

d'{a'b'(fx) 7\ d"{a'b'dx), ferner vermöge des Kreises K 

d"(^lfc'x)7\y^'V(fs£), weil congruent, daher 

d'{a'b'cfx) Äyia'b'e'x), in welchen Strahlenbüschcln 

sich die homologen Strahlen d'x und yx decken, daher liegen 

a, b und c in einer Geraden, was gegen die Voraussetzung ist 

Der Widerspruch hört erst auf, wenn d' mit y zusammenfällt. 

§ 10, Anwendung der CoUineation auf die Kegelschnitte. 
40. Das Erzeugnis zweier projectivischer Strahlen büschel 
ist ein Kegelschnitt. 
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Beweis. Die beiden projecti vischen Strahlenbüschel mit 
den Trägem 0|"und o^ sind durch drei Paar homologe Strahlen, 
welche sich gegenseitig in den Punkten a, b und c schneiden, 
bestimmt. Nach 39. kann man eine collineare Verwandtschaft 
so herstellen, dass (Jj', o^, a', b' und c' auf einen Kreis'Ä" fallen. 
Die collineare Verwandtschaft ist hierauf durch Oy{abc . .) Ä 
Oi(a'l>'c' . .) und Oi{abc . .) Ä o^'{a'b'<f . .) bestimmt. Es sei p der 
Schnittpunkt von irgend zwei homologen Strahlen der ge- 
gebenen Büschel, dann ist er an die Beziehung gebunden 
Oi(abcp) 7\ o-iiflhcp) . . . i). 

Es sei P" der homologe Strahl zu o^p in dem Büschel 
0\\ und es schneide I" K'vsx p\ so ist /' der homologe Punkt 
zu / in der collinearen Verwandtschaft, wenn man zeigt, dass 
o^{abcp) A o-i[a'b'dp'). Nach der Voraussetzung ist 

Oi(a'Ifc'p') Ä Oi{abcp), daher mittelst i) 
o^'{a'b'c'p') Ä o<^[abcp) ... 2). 
Da aber p' ein Punkt des Kreises, ist 

o^ifl'Vdp') 7\ Oi'ie^b'c'p'), daher mittelst 2) 
o/ia'b'c'p') A Oi(abcp). 
Das collineare Bild der mit den homologen Strahlen vari- 
ierenden Punkte p ist demnach ein Kreis, daher das Erzeugnis 
der Büschel nach 37. ein Kegelschnitt. 

Untersuchung, ob der durch zwei projectivische Büschel 
erzeugte Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist. 
Enthalten die zwei projecti vischen Strahlenbüschel kein Paar 
parallele homologe Strahlen, so hat deren Erzeugnis keinen 
unendlich fernen Punkt und dasselbe ist eine Elhpse. Giebt 
es nur ein Paar parallele homologe Strahlen, so giebt es nur 
einen unendlich fernen Punkt und das Erzeugnis ist eine 
Parabel, und giebt es endlich zwei Paar homologe parallele 
Strahlen, so ist das Erzeugnis eine Hyperbel. 

Kigur iG. Die parallelen homologen Strahlen 

erkennt man gewöhnlich mit Leichtig- 
keit aus der Entstehungsart der pro- 
jectivischen Strahlenbüschel, wie fol- 
gendes Beispiel zeigt. In Fig. 16 sind 
zwei sich schneidende gerade Linien 
G und L und em ausserhalb derselben 
gelegener Punkt a gegeben. Durch 
a wird ein beliebiger Strahl gezogen, 
der 6^ in i5 schneidet. In b wird eine 
Senkrechte auf G errichtet, die L in c schneidet, und durch c 




Hosted by 



Google 



eine Parallele zu G gezogen, die ab m. p trifft. Der Ort von 
p ist zu ermitteln, wenn der Strahl ab variiert. 

Bei der Variierung des Strahles entsteht auf G die Punkt- 
reihe b. Da in allen Elementen derselben Senkrechte auf G 
errichtet werden, so entsteht ein Parallelstrahlenbüschel, welches 
von L in der zu b perspectivischen Punktreihe c geschnitten 
wird. Da nun beständig zu G durch c Parallele gezogen 
werden, so entsteht ein zweites Parallelstrahlenbüschel, welches 
dem Strahlenbüschel a{b) projectivisch sein muss, da beide die 
projectivischcn Punktreihen b und c projicieren. Das Erzeugnis 
beider, demnach der Ort p, ist ein Kegelschnitt. Da die 
Elemente des Parallelstrahlen büschels parallel zu G sind, so 
kann es im Büschel a nur einen Strahl geben, der zu seinem 
homologen Strahl parallel ist, und das ist der durch a parallel 
zu G gezogene Strahl; der Kegelschnitt ist demnach eine 
Parabel. 

Sind die den Kegelschnitt erzeugenden projectivischen 
Strahlenbüschel durch drei Paar homologe Strahlen gegeben, 
so ziehe man zur Bestimmung der parallelen homologen 
Strahlen durch den Träger des einen Büschels Parallele zu 
den Strahlen des zweiten Büschels, wodurch man nach 12. 
zwei conlocale projcctivische Strahlenbüschel erhält. Haben 
dieselben zwei reelle Doppelstrahlen, so haben die ursprünglich 
gegebenen Büschel zwei Paar parallele homologe Strahlen, 
erzeugen also eine Hyperbel. Fallen die Doppelstrahlen zu- 
sammen, so ist der erzeugte Kegelschnitt eine Parabel, sind 
die Doppelstrahlen imaginär, so ist das Erzeugnis eine Ellipse. 

Anmerkung. Wie man mittelst eines Kreises die Doppel strahlen 
zweier concenlrischer projectivischer Strahlenbüschel bestimmt, wird 
später gezeigt werden. 

Das Erzeugnis zweier projectivischer Parallelstrahlenbüschel 
kann nur eine Hyperbel sein, da nach 26. das Erzeugnis der- 
selben durch die beiden unendlich fernen Träger hindurchgeht. 
Vervollständigt man die beiden Büschel nach 15., so erhält 
man das Vervollständigungscentrum im Endhchen. Läge es 
im Unendlichen, so wären die Strahlenbüschel perspectivisch. 
Zieht. man durch das Vervollständigungscentrum Parallele zu 
den Richtungen der Strahlenbüsche!, so erhält man nach 26. 
die Tangenten in den unendlich fernen Trägern oder die 
Asymptoten der Hyperbel, da bekanntlich eine Tangente mit 
unendlich fernem Berührungspunkte Asymptote genannt wird. 

Das Erzeugnis eines gewöhnlichen Strahlenbüschels mit 

Riilf, Elemente d. proj. Gecimetiie, 3 
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einem ihm projectivischen Parallelstrahlenbüschel kann eine 
Hyperbel oder Parabel sein. Darüber entscheidet die I^ge 
des Vervollständigungscentrums. TJegt (Fig. 6) der Träger o' 
im Unendlichen, das Vervollständigungscentrum ^ im End- 
lichen, so ist das Erzeugnis eine Hyperbel, denn man kann 
durch c eine Parallele zu oA ziehen, welche Ai in tj schneidet. 
OTj ist hierauf der Strahl, welcher der unendlich fernen Geraden 
des ParallelstrahJenbüschels entspricht, und es liegt demnach 
auf otj noch ein unendlich femer Punkt des Erzeugnisses, 
Fallt das Vervollständigungscentrum c ins Unendliche, so 
überzeugt man sich leicht, dass dem unendhch fernen Strahle 
des Paraileistrahlenbüschels die durch o gezogene Parallele 
zu der Richtung des letzteren entspricht, dass man also nur 
einen \inendlich fernen Punkt und demnach eine Parabel hat. 

Die Hyperbel heisst bekannthch gleichseitig, wenn die 
Richtungen, in welchen die unendlich fernen Punkte derselben 
liegen, auf einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe ist, 
wenn ihre Asymptoten mit einander einen rechten Winkel 
bilden. 

Das Erzeugnis zweier ungleichstimmiger congruenter 
Strahlenbüschel ist eine gleichseitige Hyperbel. 

'^""^ '^' Beweis. Ist (Fig. 17) < ylo^ 

= AWB' und ■if.BoC = £■&€•, so 
ist o{ABC) ungleichstimmig con- 
gruent zu o'{A'B'C'). In c schneiden 
sich o'C und oC. Macht man cf 
^^oc und zieht o'D' | 0/, oE X of 
und o'E' X o'iy, so sind Diy und 
EE' homologe Strahlen. 
41. Durch fünf Punkte, von denen drei nicht in einer 
Geraden Hegen, kann man immer einen Kegelschnitt legen. 

Beweis. Sind ahcd und e die fünf gegebenen Punkte, 
so mache man etwa a und b zu den Trägem zweier pro- 
jectivischer Büschel, wobei die letzteren hierauf durch drei 
Paar homologe Strahlen ac und hc, ad und bd, ae und be 
gegeben sind und nach 40. einen Kegelschnitt erzeugen, der 
durch die fünf Punkte hindurchgeht. 

Den erzeugten Kegelschnitt kann man als die collineare 
Figur eines Kreises betrachten, wenn man nach 39. abcde 
fünf Punkte a'ift^d'e' eines Kreises zuordnet. Da man aber 
nach 38,, Zusatz, immer dieselbe CoUineation erhält, welche 
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Punktepaare man auch zu den Trägem der die Collineation 
bestimmenden projectivischen Büscheln macht, so erhält man 
auch immer denselben Kegelschnitt, ob man ab oder ein 
anderes Punktcpaar zu den Trägern der projecti vischen 
Büschel macht. 

Zusatz. Eine Hyperbel ist durch drei Punkte und die 
Asymptotenrichtungen bestimmt. 

42. Alle Punkte eines Kegelschnittes werden von zwei 
derselben in projectivischen Strahlenbüscheln projiciert 

Beweis. Angenommen alle Punkte x des Kegelschnittes 
K werden von zwei Punkten a und b desselben projiciert, 
wodurch die Büschel a{x . .) und b{x . .) entstehen. Nach 
Früherem kann K als die coUineare Figur eines Kreises K' 
betrachtet werden. Die Collineation ist durch die zwei Paar 
projectivischen Strahl enbüschcl a{x . .) 7\ a'(x' . .) und b(x . .) 7\ 
b'{x' . ,), wobei a'b' und xf auf K' liegen, bestimmt. Vermöge 
K' ist aber a'{x' . .) a b'{:;i^ . .), weil congruent, daher auch a{x . .) 
Ä b{x . .). 



§ II. Krumme projectivische Punktreihen auf dem Kegelschnitte. 
Satz des Pascal. 

43. Legt man {Fig. 4) ein Strahlenbüschel o{ABCDT. .) 
mit seinem Träger o in die Peri- 
pherie eines Kegelschnittes, so 
schneidet ein jeder Strahl des- 
selben ausser in den Kegel- 
schnitt noch in einem Punkte 
(z. B. A in d), und die Gesammt- 
heit aller dieser Punkte wird nach 
I. eine krumme Punktreihe ge- 
nannt. Auch der Träger o ge- " 
hört derselben an; der ihn er- 
zeugende Strahl ist die Tangente T an den Kegelschnitt in 0. 

Eine solche Punktreihe abcdo . . wird von einem jeden 
Punkte des Kegelschnittes (z. B. o'} nach 42. in einem dem ur- 
sprünglichen projectivischen Büschel projiciert, wobei homologe 
Strahlen jene sind, die denselben Punkt projicicrcn (z. B c 
und de). 

Der Verbindungslinie der beiden Träger der Büschel 00' 
entspricht, zum Strahlcnbüschcl o' gerechnet, im Büschel oT, 

3* 




Hosted by 



Google 



36 



[§ < 



dagegen zum Büschel o gerechnet, im Büschel t/ die Tangente 
7* in o' an den Kegelschnitt 

Legt man zwei projectivische Strahlenbüschel o(a6cx . .) 
und o'ia'd'e'x' . .) (man denke sich [Fig. 18] o mit adcx und o' 
mit a'h'dx' verbunden) mit ihren Trägern auf einen Kegel- 
schnitt, so erhält man auf demselben zwei krumme Punktreihen 
abcx . . und a'h'c'x' . .. Unter homologen Punkten derselben 
versteht man jene Punkte, welche Schnittpunkte homologer 
Strahlen sind (z. B. c und (f). Die beiden Punktreihen werden 
krumme projectivische Punktreihen genannt. Sie haben die 
Eigenschaft, dass sie von irgend zwei Punkten y und z des 
Kegelschnittes in projectivischen Strahlenbüscheln projiciert 
werden. 

Beweis. Es ist nach 42. y{abcx . .) 7\ o{abcx . .), folglieh 
nach \Q.y{abcx . .) a o\a'b'(fx' .). Ebenso ist nach 42. 2(a'^'c'V . .) 
7\ o'(a!b'i^x^ . ), und demnach abermals nach \o. y(abcx . ) 7\ 

Zusatz, Zwei krumme projectivische Punktreihen einer 
dritten projectivisch sind unter einander projectivisch. 

Aufgabe. Zwei durch drei Paar homologe Punkte aa\ 
bb\ cc' (Fig. 18} gegebene krumme projectivische Punktreihen 
sind zu vervollständigen. 

Man projiciere von a aus 
die gestrichelte, von a' die un- 
gestrichclte Punktreihe. Da- 
durch erhält man zwei pro- 
jectivische Strahlenbüschel in 
perspectivischer Lage, da sich in 
aa' homologe Strahlen decken. 
Die homologen Strahlen a^' und 
a'b schneiden sich in ß, ac' und 
a'c in 7. /Jj- ist die Vervoll- 
ständigungsachse der perspec- 
tivischcn Strahlenbüschel (s. 13.). 
Um zum Punkte x den homo- 
logen zu finden, verbinde man 
X mit a\ worauf man auf ^7 g 
erhält. a% schneidet hierauf den KcgeJschnitt in x'. 

Die Vervollständigungsachse bleibt dieselbe, wenn auch 
ein anderes Paar homologer Punkte (z. B. bb' statt aa^ be- 
nützt wird. 

Beweis. Bei der Benützung von bb' bleibt der Punkt /? 



Figur I 
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als der Schnittpunkt der homologen Strahlen ba' und b'a ein 
Punkt der neuen VervoUständigungsachsc. Die Strahlen bcf 
und b'c schneiden sich in 7', und es ist zu zeigen, dass die drei 
Punkte ^yf in einer Geraden liegen. Zu dem Ende projicicre 
man. die vier Punkte a'Ucd von a und b aus, wodurch man 
nach 42. zwei projectivische Strahlenbüsche! erhält. Das erste 
Strahlenbüschel a schneide man (Fig. 18) mit der Geraden de, 
wodurch man die Punktreihe c^ifi')yc erhält, das zweite b mit 
}fc, wodurch man die Punktreihe {(i)Vy'c erhält. Beide Punkt- 
reihen sind projectivisch und perspectivisch, denn in c decken 
sich homologe Punkte. Das Centrura der Perspectivität ist (i, 
der Schnittpunkt von {a')a' mit {}>')b', daher muss auch 77' 
durch |3 hindurchgehen. 

Die sechs Punkte al/ca'bc' bilden in der genannten 
Reihenfolge mit einander verbunden ein durch die Linie c'a 
geschlossenes, dem Kegelschnitte eingeschriebenes Sechseck, 
dessen Seiten in der angegebenen Ordnung in Fig. 18 mit 
12345 ^"^^ ö nummeriert wurden. Gegenüberliegende Seiten 
werden genannt: 1 und 4, 2 und 5, 3 und 6, und man sieht, 
dass sich die gegenüberliegenden Seiten auf einer Geraden, 
der Vervollständigungsachse, schneiden. Das giebt den be- 
rühmten Satz des Pascal, welcher lautet: 

Ist einem Kegelschnitt ein Sechseck eingeschrieben, so 
schneiden sich die gegenüberliegenden Seiten auf einer 
Geraden, der Pascal-Geraden. 

Schneidet die Vervollständigungsachse den Kegelschnitt 
wie in Fig. 18, so sind die Schnittpunkte d^ und rfo Doppel- 
punkte der krummen projectivischen Punktreihen. Berührt die 
Vervollständigungsachse den Kegelschnitt, so fallen die Doppel- 
punkte in einen einzigen zusammen. Schneidet die Vervoll- 
ständigungsachse den Kegelschnitt nicht, so sagt man, die 
krummen projectivischen Punktreihen haben imaginäre Doppel- 
punkte; im ersten Falle sie haben zmei reelle und im zweiten 
Falle reelle zusammenfallende Doppelpunkte. 

§ 12. Vervollsiändigung conlocaler projeclivischer Punktreihen und 
concentrischer projeclivischer Strahienbüschel mittelst des Kreises. 

44. Was in 43, von dem Kegelschnitte bewiesen wurde, 
das gilt auch vom Kreise,*} der selbst ein Kegelschnitt ist. 

*) Mao könnte diese Eigenschaften des Kreises auch noch vor der Col- 
lineation selbständig beweisen, wenn man bedenkt, dass die Strahle nbiischcl. 
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Man kann daher wie folgt den Kreis zur Vervollständigiing 
conlocaler projectivischer Punktreihen benützen. 

Man nehme ausserhalb des Trägers G der beiden con- 
localcn Punktreihen, welche durch die drei Paar homologen 
Punkte aa', bif und cd gegeben sind, einen Punkt o an. -Von 
diesem aus projiciere man die beiden Punktreihen, wodurch 
man zwei concentrische projectivische Strahlenbüschel erhält. 
Hierauf lege man durch o einen Kreis, welcher die Strahlen- 
büschel in krummen proj'ecti vischen Punktreihen schneidet, 
von denen man drei Paar homologe Elemente ««', (3(3' und yy' 
erhält, und deren Vervollständigungsachse man nach Auf- 
gabe 43 bestimmt. Hat man nun zum Punkte x der un- 
gestrichelten Punktreihe a den homologen Punkt o(f zu finden, 
so ziehe man ox, welcher Strahl den Kreis in g schneide. Zu 
I suche man in der krummen Punktreihe a' den homologen 
Punkt g'. Der Strahl ö|' schneidet hierauf G in 71^. Schneidet 
die Vervollständigungsachse den Kreis in d, und da, so erhält 
man durch Projection dieser Punkte von o aus auf G die 
Doppelpunkte d^ und d-i der conlocalen projecti vischen Punkt- 
reihen und man sagt, dieselben haben zwei reelle Doppelpunkte. 
Berührt die Vervollständigungsachse den Kreis, so erhält man 
durch Projection des Berührungspunktes von o aus auf G die 
zusammenfallenden reellen Doppelpunkte der conlocalen pro- 
jectivischen Punktreihen, und endlich, wenn die Vervoll- 
ständigungsachse den Kreis nicht schneidet, sagt man, die 
Doppelpunkte der beiden conlocalen projectivischen Punkt- 
reihen sind imaginär. 

Ebenso erfolgt die Vervollständigung concentrischer pro- 
jectivischer Strahlenbüschel. 

Zur Uebung. Die conlocalen projectivischen Punkt- 
reihen sind gegeben i) durch zwei Paar homologe Punkte und 
den Gegenpunkt der einen Punktreihe, 2} durch ein Paar 
homologe Punkte und die Gegenpunkte beider Reihen, 3) durtJi 
zwei Paar homologe Punkte und einen Doppelpunkt, wobei 
sich unter den ersteren auch Gegenpunkte befinden können, 
4) durch ein Paar homologe Punkte beziehungsweise einen 
Gegenpunkt und zwei Doppelpunkte, 5) durch ein Paar homo- 
loge Punkte (einen Gegenpunkt) und zwei zusammenfallende 
Doppelpunkte. 

welche entsteheß, wenn man von zwei Punkten des Kreisiis alle übrigen Punkte 
projiciert, tongruent, daher perspectivisch sind. 
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Zwei concentrische projectivische Sirahlenbüschel sind 
gegeben i) durch zwei Paar homologe Strahlen und einen 
Doppelstrahl, 2) durch ein Paar homologe Strahlen und zwei 
Doppelstrahlen und 3) durch ein Paar homologe Strahlen und 
die beiden zusammenfallenden Doppelstrahlen. 



§ 13. Anwendungen des Pascalschen Satzes. 

45. Aufgaber. Ein Kegelschnitt ist gegeben durch fünf 
Punkte. Durch einen derselben wird eine Gerade gezogen ; 
man bestimme den zweiten Schnittpunkt derselben mit dem 
Kegelschnitte. 

InFig. i9sind«^C(/(;die ^'s"' '9- 

funf Punkte des Kegel- 
schnittes und I die durch a 

gezogene Gerade, deren 
zweiter Schnittpunkt x mit 
dem Kegelschnitte bestimmt 
werden soll, i sei die erste 
Seite des dem letzteren ein- 
geschriebenen Sechseckes, 
ad die zweite, ^e die dritte, 
cd die vierte, de die fünfte 
und die Unbekannte ex die 
sechste. Dann schneiden sich 

die gegenüberliegenden Seiten i und 4 in «, 2 und 5 in ß, und 
es ist aß die Pascalgerade, auf welcher sich 3 und die un- 
bekannte Seite 6 schneiden müssen. 3 schneidet die Pascal- 
gerade in y, daher ist y e die sechste Seite, und ihr Schnitt mit 
I der verlangte Punkt x. 

Aufgabe 2. Ein Kegelschnitt ist gegeben durch fünf 
Punkte, man zeichne in einem derselben die Tangente. 

Verlangt man (Fig. 19) die Tangente in a, so kann diese 
als die erste Seite (von unendlich kleiner Länge) des ein- 
geschriebenen Sechseckes, ah als die zweite, hc als dritte, cd 
als vierte, de als fünfte und ea als sechste betrachtet werden. 
Sie wurden in der Figur mit römischen Ziffern bezeichnet, 
ni schneidet VI in 7', II in ß V. y'ß ist hier die Fasealgerade, 
welche von IV in «' geschnitten wird, daher ad die Tan- 
gente in a. 

Anmerkung, Sind von einem Kegelschnitte vier Punkte 
und die Richtung eines unendlich fernen Punktes gegeben, 
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so kann man leicht mittelst des Pascal'schen Satzes entscheiden, 
ob eine Parabel oder Hyperbel vorliegt, indem man in dem 
unendlich fernen Punkte die Tangente sucht. Fällt dieselbe 
ins Unendliche, so ist der Kegelschnitt eine Parabel, sonst 
eine tlyperbel. 

Zur Uebung. Von einer Hyperbel sind gegeben drei 
Punkte und die Asymptotenrichtungen. Man bestimme mittelst 
des Pascal'schen Satzes die Asymptoten selbst. 



§ 14. Construction des Kegelschnittes aus zwei Tangenten mit den 
Berührungspunkten und einem dritten Punkte. Folgerungen. 

46. Es seien (Fig. 20) A und B" die Tangenten, a und b 
ihre Berührungspunkte, c der dritte Punkt. Man denke sich 
von a und b sämtliche Punkte des zu zeichnenden Kegel- 
schnittes projiciert, dann ist nach 42 a{Abc.)7\, b{aB'c . ). 
Diese Strahlenbüsche! vervollständige man nach 15, indem man 
das Büschel a mit bc und jenes b mit ac schneidet, wodurch 
man die projectivischen Punktreihen abc und a(i'c erhält, die 
Figur 20. sich in perspecti- 

vischerLage befinden, 
da sich in c homologe 
Punkte decken, /der 
Schnittpunkt der 
beiden Tangenten 
(aa, bß') ist also hier 

das Vervoll- 
ständigungscentrum. 
Zieht man daher durch 

i einen beliebigen 
Strahl, der bcin^ und 
ac in g' schneidet, so 
sind a^ und b^' homo- 
loge Strahlen der pro- 
jectivischen Büschel, 
und ihr Schnittpunkt 
X ein neuer Punkt des Kegelschnittes. Man hat daher folgende 
einfache Construction eines Kegelschnittes aus zwei Tangenten 
A B', ihren Berührungspunkten a und b und einem dritten 
Punkte c gefunden: 

Man ziehe a c und b c. Durch t ziehe man einen beliebigen 
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Strahl, welcher ac in g' und (5 c in g schneidet. Der Schnitt- 
punkt von ag mit b^' ist ein Punkt x des Kegelschnittes. 

Zusatz I. Rücken die Berührungspunkte a und b ins 
Unendliche, so wird der Kegelschnitt eine Hyperbel, deren 
Asymptoten und ein Punkt gegeben sind, ac und bc werden 
hierbei Parallele zu den Asymptoten, das Viereck c^^'x wird 
ein Parallelogramm, und man überzeugt sich leicht, dass das 
Parallelogramm, welches entsteht, wenn man durch einen 
Hyperbelpunkt Parallele zu den Asymptoten zieht, eine con- 
stante Fläche hat. 

Zusatz 2. Die vier Punkte abcx bestimmen nach 24 ein 
vollständiges Viereck, welches gg'j; zum Diagonaldreieck hat. 
Man ersieht sogleich aus Fig. 20, dass irgend zwei Tangenten 
in den Ecken des Viereckes sich auf jener Seite des Diagonal- 
dreieckes schneiden, welche jenem Diagonalpunkt gegenüber- 
liegt, durch welchen die Verbindungslinie der Ecken (Berührungs- 
sehne der Tangenten) hindurchgeht. So z. B. schneiden sich 
die Tangenten in a und b auf g|', weil ab durch ij hindurch- 
geht. Mittelst dieser Eigenschaft kann man sehr leicht in 
zwei Punkten- eines Kegelschnittes die Tangenten zeichnen, "wenn 
fünf Punkte abcde desselben gegeben sind. 

Man zeichne zu dem vollständigen Vierecke abcd jene 
Seite des Diagonaldreieckes, durch deren gegenüberhegenden 
Diagonalpunkt ab geht. Dasselbe mache man mit dem Vier- 
ecke abce. Wo sich dann die beiden Diagonaldreiecksseiten 
schneiden, ist der Schnittpunkt der Tangenten in a und b. 

Insbesondere führe man diese Constniction für eine Hyperbel 
ans, von der man drei Punkte und die Asymptotenrichtungen kennt 

47. Der Berührungspunkt einer Kegelschnittstangente ist 
der vierte harmonische Punkt zu dem Schnittpunkt derselben 
mit der Be ruh rungs sehne zweier anderen Tangenten in Be- 
zug auf die Schnittpunkte mit den beiden letzteren. 

Beweis. Da die Tangenten in a und x nach vorher- 
gehendem sich auf g'/y schneiden müssen, so ist mx die Tan- 
gente in x und es soll gezeigt werden, dass smxn vier har- 
monische Punkte sind. Vermöge des vollständigen Viereckes 
a;gVg sind nach 26. c. adbrj vier harmonische Punkte. Diese 
werden von t aus als die vier harmonischen Punkte tn^'frj 
projiciert, und hierauf von b als jene mxns. 

Zusatz I. Ein Kegelschnitt ist durch zwei Tangenten 
mit den Berührungspunkten und eine dritte Tangente bestimmt, 
da man auf der letzteren den Berührungspunkt bestimmen kann. 
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Zusatz 2. Da bei der Hyperbel für die Asymptoten die 
Berührungssehne ah und folglich auch s Fig. 20 ins Unendliche 
fallt, so ist nach 23. x die Mitte von mn, d. h. der Berührungs- 
punkt halbiert die Hyperbeltangente zwischen den Asymptoten. 

Zusatz 3. Da die unendlich fernen Punkte der Ebene 
nach 32 (Anmerkung) auf einer Geraden liegen, und die Parabel 
mit dieser nur einen Punkt gemein hat, so kann man auch 
sagen : Die Parabel berührt die unendlich ferne Gerade ihrer 
Ebene. 

Die Parabel wird daher durch zwei Tangenten mit den 
Berührungspunkten bestimmt sein, da die unendhch ferne 
Gerade als dritte Tangente hinzutritt, und man wird die 
Richtung, in der der unendlich ferne Berührungspunkt gelegen 
ist, finden, wenn man den Schnittpunkt der beiden Tangenten 
mit der Mitte ihrer Berührungsschne verbindet. 

48. Ableitung neuer Tangenten eines Kegelschnittes, wenn 
zwei derselben mit den Berührungspunkten und noch eine 
dritte gegeben sind. Da die Tangente in c sich mit der Tan- 
gente I? va b Fig. 20 auf der Seite j/|' des Diagonaldreieckes 
(siehe 44 Zusatz 2) schneiden muss, so ist c/die Tangente in c. 
Gehörig verlängert, müsste sich diese Tangente mit Jener A in 
g auf )jg schneiden, und man sieht, dass die Verbindungslinien 
von f und g mit ly die Tangenten A und 1? m m, und n, den 
Schnittpunkten der vierten mit der Transversalen /§ variierenden 
Tangente, schneiden. Nimmt man daher in der Berührungs- 
sehne aö zweier festen Tangenten AB' einen beliebigen Punkt 
ij an und projiciert von demselben die Schnittpunkte / und g 
einer dritten Tangente mit den zwei festen Tangenten auf die 
letzteren, so erhält man die Punkte m und n, welche, mit ein- 
ander verbunden, eine vierte Tangente liefern. 

Zwei feste Tangenten eines Kegelschnittes werden von 
allen übrigen in zwei projectivischen Punktreihen geschnitten. 

Beweis, Da/ und g Fig. 20 bei der Variierung von rj 
fest bleiben, so ist f{m . .) A g{n . .) weil perspectivisch, daher 
auch die Punktreihe m projectivisch jener n. 

Anmerkung. /" und g sind auch homologe Punkte der beiden 
projectivischen Punktreihen. Man erhält sie als solche, wenn }/ in den 
Schnittpunkt von yg mit a6 hineinfällt. Auch erkennt man leicht, 
wenn man ij nach li beziehungsweise a gelangen lässt, dass & in der 
Punktreihe m zum homologen Punkte /hat, und ebenso auch / in 
jener « a entspricht. 

49) Ein Kegelschnitt ist durch fünf Tangenten bestimmt 
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Beweis. Man nehme zwei der Tangenten als feste Tan- 
genten an. Die auf denselben nach 48. entstehenden projec- 
tivischen Punktreihen sind hierauf durch die drei weiteren 
Tangenten bestimmt, so dass man durch die Vervollständigung 
derselben weitere Tangenten, die Berührungspunkte auf den 
festen und allen übrigen Tangenten gewinnen kann. 

Zusatz I. Mittelst 27. folgt nun, dass der Kegelschnitt 
eine Curve zweiter Classe ist. 

Zusatz 2. Aus 47. Zusatz 3 folgt nun, dass die Parabel 
durch vier Tangenten bestimmt ist, 

50, Das Erzeugnis projectivischer Punktreihen ist auch 
ein Kegelschnitt 

Beweis. Man vervollständige die beiden projcctivischen 
Punktreihen nach 13, denke sich Üire Träger als Tangenten 
eines Kegelschnittes, deren Berührungspunkte die Schnitt- 
punkte derselben mit der Vervoliständigungfeachse sind. Denkt 
man sich dann ferner irgend eine Verbindungslinie homologer 
Punkte als Tangente des Kegelschnittes, so ist der letztere 
nach 47, Zusatz 1 vollkommen bestimmt, und hat nach 46 auch 
alle übrigen Verbindungslinien homologer Punkte zu Tangenten. 

Zusatz 1, Soll der durch zwei projectivische Punktreihen 
bestimmte Kegelschnitt eine Parabel sein, so muss nach 47, 
Zusatz 3 die unendlich ferne Gerade unter seine Tangenten 
gehören, d, h. die unendlich fernen Punkte der beiden projec- 
tivischen Punktreihen müssen sich entsprechen, und demnach 
ist mittelst 8 das Erzeugnis ähnlicher Punktreihen eine Parabel. 

Zusatz 2. Entsprechen dem Schnittpunkte der beiden 
Träger der projectivischen Punktreihen, je nachdem man den- 
selben zu der einen oder anderen rechnet, die unendlich fernen 
Punkte beider Träger, so ist das Erzeugnis der Punktreihen 
eine Hj^erbei, welche die Träger zu Asymptoten hat. Sucht 
man noch mittelst der gegebenen Tangente weitere Tangenten, 
so bemerkt man leicht den Satz, dass die Hyperbeltangenten 
mit den Asymptoten Dreiecke von unveränderlicher Fläche 
bilden. 

§ 15. Der Saiz des Brianchon. 

51. Dieser ist der reciproke Satz zu jenem des Pascal 
(siehe 14 und 43). Sechs Tangenten eines Kegelschnittes 
ABCDEF Fig. 21 bilden ein demselben umschriebenes Sechs- 
eck, dessen Ecken mit /, 2, j, 4, j und 6 bezeichnet wurden. 
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Gogenüberliegende Ecken sind / und 4, 2 und j, j und 6, und 
der Satz de» Brianchon lautet: 

Die Verbindungslinien gegenüberliegender Ecken schnei- 
den sich in einem einzigen Punkte, dem Brian chonpunkt, 

Yi'gax -n. Beweis. Zwei Tangenten 

z. B. A und C werden von den 
übrigen nach 48 in zwei projec- 

tivischen Punktreihen 
geschnitten. Es ist also la V6 
T\ 2jb'c', daher auch 4{ia V6) 

7\j{2j/^if}. Diese Strahlen- 
büschel befinden sich aber in 
perspectiv! scher Lage, da ^ I^ 
und j^' sich decken, CS schneiden 
sich daher 4/ und 52 in o, 4 a 
und 5j in 3, 46 und ^c* in 6 
auf einer Geraden. 
Aufgabe i. Ein Kegelschnitt ist gegeben durch fünf 
Tangenten, man bestimme auf einer derselben den Berührungs- 
punkt 

Bei der Auflösung wird der Berührungspunkt als der 
Schnittpunkt zweier unendhch naher Tangenten betrachtet 
Soll derselbe z. B. auf der Tangente A (Plgitr2i) bestimmt 
werden, so betrachtet man denselben als den Punkt VI des 
umschriebenen Sechseckes. Der Schnittpunkt von A und E 
(die Tangente F hat man sich diesmal als nicht gegeben zu 
denken) ist hierauf V, 14 und 2 V schneiden sich in o', und 
30' geht durch VI. 

Aufgabe 2. Eine Parabel ist gegeben durch vier Tan- 
genten; man bestimme die Richtung des unendlich fernen 
Punktes derselben. 

Die Lösung erfolgt ähnhch wie jene der Aufgabe i. 
Aufgabe 3. Auf einer Tangente, z. B. A (Fig. 21) wird 
ein Punkt 6 angenommen. Mail bestimme die zweite noch 
durch denselben gehende Tangente F. 

Unbekannt ist hier die Ecke 5 des umschriebenen Sechseckes, 
welche durch die Verbindung von 2 mit o gefunden wird. 

Zusatz. Lässt man 6 ins Unendliche rücken, so ergibt 
sich die Lösung der Aufgabe: Es ist zu einer Tangente des 
Kegelschnittes die zu ihr parallele Tangente zu finden. 

Die Linie 36 wird diesmal parallel A und schneidet 14 
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in o". Durch den Schnittpunkt von 20" mit E geht hierauf 
die zu A parallele Tangente. 

§ 16. Krumme Punktinvolution. Pol und Polare. 
52. Die krumme Punktinvolution auf dem Kegel- 
schnitte. Eine Strahleninvolution besteht nach 20. aus zwei 
concentrischen pr 03 ecti vischen Strahlenbüscheln, in denen die 
homologen Strahlen einander vertauschbar entsprechen. Ein 
durch den Träger derselben hindurchgelegter Kegelschnitt 
wird daher nach 43. von den Strahlen in zwei knimmen pro- 
jectivischen Punktreihen geschnitten, deren homologen Punkte 
einander vertauschbar entsprechen, und die deshalb eine krumme 
Punkimvoluiton genannt werden. Eine solche krumme Punkt- 
involution wird von einem jeden Punkte des Kegelschnittes 
in einer Strahleninvolution projiciert, und ist demnach nach 
20. durch zwei Paar homologe Elemente, die auf dem Kegel- 
schnitte beliebig angenommen werden können, bestimmt. 

Figur 32. 




In Fig. 22 sei auf dem Kegelschnitte K die krumme 
Punktinvolution durch die homologen Punktepaare aa' und 
Nach 43. wird die Vervollständigungsachse P 
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der beiden krummen projectivischen in involutorischer Lage 
befindlichen Punktreihen als die Verbindungslinie qr der 
Schnittpunkte von a b' mit a" b und a b mit a* b' gefunden, und 
Polare der krummen Involution genannt. 

Mittelst der Polaren kann die krumme Involution nach 
43. vervollständigt werden. Um z. B. zu x (Fig. 22) den homo- 
logen Punkt x^ zu finden, verbindet man x mit a'. a'x schneidet 
die Polare in j9, und ai^ noch einmal den Kegelschnitt in V. 

Da man aber auch x zur gestrichelten Punktreihe rech- 
nen kann und dann jc" zur ungestrichelten gerechnet als 
homologen Punkt erhält, so müssen sich auch ax und a's^ 
in a auf der Polaren schneiden. Nach 43. bleibt aber die 
Vervollständigungsachse dieselbe, ob man aa' oder ein anderes 
Paar homologer Punkte z. B. ^ .^ als Träger der projectivischen 
Strahlenbüschel annimmt, es müssen sich daher auch bx und 
b'y in / und bx' und b' x auf der Polaren schneiden, d. h. 
die Verbindungslinie zweier Punkte einer krummen Punkt- 
involution schneidet sich mit der Verbindungslinie ihrer 
homologen Punkte auf der Polaren. 

Die Tangenten in den homologen Punkten einer krummen 
Punl^tinvolution schneiden sich auf der Polaren. 

Beweis. Wird x unendlich nahe an a angenommen, 
so geht die Verbindungslinie ax in die Kegelschnittstangentc 
A (Fig. 22) in a über, welche die Polare in d schneidet. Der 
Continuität projectivischer Gebilde wegen (s. 18) fällt dann 
auch x^ unendlich nahe an a'. a'x' ist dann die Tangente A' 
in «', und da die Eigenschaft, dass ax und a'x' sich auf P 
schneiden, bestehen bleibt, so geht auch A' durch d. 

Jede Gerade in der Ebene eines Kegelschnittes kann 
als die Polare einer auf demselben gelegenen krummen Punkt- 
involution betrachtet werden 

Beweis. Man nehme Fig. 32 auf der Geraden P zwei 
Punkte 6 und (i so an, dass sich von denselben an den 
Kegelschnitt Tangenten mit den Berührungspunkten aa' be- 
ziehungsweise bb' ziehen lassen. Die zwei Paar Punkte be- 
stimmen eine krumme Involution, deren Polare die gegebene 
Gerade ist. 

Die Verbindungslinien homologer Punkte einer krummen 
Involution gehen durch einen festen Punkt, den Pol derselben. 

Beweis, bb' stellt irgend ein homologes Punktepaar 
der krummen Involution dar. Die vier Punkte ib'qr bilden 
ein vollständiges Viereck, daher sind nach 26. c. ap' a' p vier 
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harmonische Punkte. Da sich mit hb' weder aa' noch /' 
ändert, so ist p ein fester Punkt. 

Zusatz. Zieht man durch den Pol eine Secante des 
Kegelschnittes, so werden die auf derselben gelegenen Schnitt- 
punkte durch Pol und Polare harmonisch getrennt, 

Aufgabe. Eine durch zwei Paar homologe Punkte aa' 
und b¥ gegebene krumme Involution soll mittelst des Poles 
vervollständigt werden. 

Man bringe aa' mit hb' zum Schnitt, wodurch man den 
Pol / der Involution erhält. Ist zu x der homologe Punkt x' 
zu finden, so verbinde man x mit /, welcher Strahl hierauf 
den Kegelschnitt noch einmal in x' schneidet. 

Lassen sich vom Pole Tangenten an den Kegelschnitt 
ziehen, so sagt man, der Punkt p liegt ausserhalb des Kegel- 
schnittes. Die Berührungspunkte der Tangenten sind selbst- 
entsprechende Punkte, also die reellen Doppelpunkte d\ und 
d^ (Fig. 22} der krummen Involution. Durch dieselben muss 
die Polare hindurchgehen. Die letztere ist also die Berührungs- 
sehne der vom Pol aus möglichen Tangenten. 

Lassen sich vom Pol aus keine Tangenten an den 
Kegelschnitt ziehen, so sagt man, derselbe liegt innerhalb des 
Kegelschnittes, die Polare schneidet dann den Kegelschnitt 
nicht, und die Involution hat imiginäre Doppelpunkte. 

Liegt endlich der Pol auf dem Kegelschnitte selbst, so 
fallen die reellen Doppelpunkte zusammen, die Polare ist die 
Tangente im Pol an den Kegelschnitt, und alle Punkte haben 
zu ihren homologen den Pol. 

Jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes kann als 
der Pol einer krummen auf demselben gelegenen Involution 
betrachtet werden, und besitzt demnach eine ganz bestimmte 
Polare. 

Beweis. Man ziehe durch den Punkt / (Fig. 22) zwei 
Strahlen, die den Kegelschnitt in den Punktcpaaren a<^ und 
bl/ schneiden. Die letzteren bestimmen eine krumme Invo- 
lution, deren Pol der gegebene Punkt ist. 

53. Die vier Punkte aa'ib' (Fig. 22) bilden ein voll- 
ständiges Viereck, dessen Diagonal dreieck/^?' ist, und raan sieht, 
dass die Polare der Ecke f des Diagonaldreieckes die gegen- 
überiiegende Seite qr desselben ist. Ebenso ist pr oder Q 
die Polare von q, und pq oder R jene von r. 

Hält man aa' fest und lässt man b variieren, so ändern 
sich mit h auch q und r, und es kann z. B. r als Repräsen- 
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tant eines jeden Punktes der Geraden P betrachtet werden. 
Die Polare von r geht aber dabei beständig durch p, d. h. 
Liegt ein Punkt in einer Geraden, so geht seine Polare 
durch den Pol der letzteren. 

Da aber R eine jede durch p gezogene Gerade vorstellen 
kann, so liegt der Pol einer jeden durch einen Punkt gehenden 
Geraden auf der Polaren des Punktes. 

Es folgt auch, dass der Pol der Verbindungslinie zweier 
Punkte der Schnittpunkt ihrer Polaren ist und dass die Po- 
lare des Schnittpunktes zweier Geraden die Verbindungslinie 
ihrer Pole ist, 

54. Conjugierte Pole und Polaren. Ein Triprel conju- 
gierte Pole. Zwei Punkte in der Ebene eines Kegelschnittes 
von der Lage, dass die Polare des einen durch den anderen 
hindurchgeht, werden conjugierte oder reciproke Punkte oder 
Pole genannt Solche sind z. B. in Fig. 22 p und r, p und q, 
q und r, a und ß. 

Zwei Geraden von der Lage, dass der Pol der einen 
auf der anderen gelegen ist, hcisscn conjugierte oder reciproke 
Geraden oder Polaren. In Fig. 22 sind P und Q, P und R, 
R und Q reciproke Geraden. 

Drei Punkte von der Lage, dass die Polare des einen 
die Verbindungslinie der beiden anderen ist, werden ein Tripel 
confugierter Punkte oder Pole genannt. Das von ihnen ge- 
bildete Dreieck heisst auch Poldreieck oder conjugiertes L>rei- 
eck. In Fig. 22 'v/X. pqr ein solches. 

Die auf einer Geraden gelegenen conjugierten Pole bilden 
eine Punktinvolution, deren Doppelpunkte die Schnittpunkte 
der Geraden mit dem Kegelschnitte sind. 

Beweis. Durchläuft in Fig. 22 b den Kegelschnitt, so 
ist nach 42. a (bb'xx') 7\ a.' {bb'xx'). Diese beiden Strahlen- 
büschel werden von P in den projectivischen Punktreihen 
rqaß und qrßa geschnitten, die eine Involution bUden, da 
die Elemente einander vertauschbar entsprechen, und man 
erkennt leicht, dass </, dj^ die Doppelpunkte der Involution sind. 

Die durch einen Punkt hindurchgehenden conjugierten 
Polaren bilden eine Strahlen Involution, deren Doppel strahlen 
die Tangenten von dem Punkte an den Kegelschnitt sind. 

Beweis, Projiciert man von / aus die Involution qr, 
so erhält man die Strahleninvolution QR. 

55. Projectivische Punktreihen und Strahlen bü sehet. 
Eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel werden pro/ectiz/isc/i 
genannt, wenn die erstere von einem Punkte aus in einem 
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dem letzteren projectivischen Büschel projiciert wird, oder 
wenn das Strahlenbüschel von einer Geraden in einer Punkt- 
reihe geschnitten wird, die mit der gegebenen projectivisch ist. 

Eine Punktreihe ist mit dem StrahlenbUschel ihrer 
Polaren projectivisch. 

Beweis. In Fig. 22 ist die Punktreihe r dem Strahlen- 
büschcl ihrer Polaren R projectivisch, denn letzteres wird von 
P in der Punktreihe ^ geschnitten, weiche mit jener r eine 
Involution bildet. 

Zusatz. Ist eine Punktreihe mit einem Strahlenbüschel 
projectivisch, so ist sie auch zu einer jeden Punktreihe (oder 
einem jeden Strahlenbüschel) die (das) dem letzteren projecti- 
visch ist, auch projectivisch. 

56. Aufgaben, i. Ein Kegelschnitt ist gegeben durch 
fünf Punkte abcde; man bestimme zu einem Punkte p die 
Polare. 

Man ziehe z. 'Q. pa und suche den zweiten Schnittpunkt 
a* dieser Geraden mit dem Kegelschnitte mittelst des Pascal- 
sehen Satzes (s. 45, Aufgabe i). Dasselbe mache man mit pb, 
dann bestimmen aa'bU ein vollständiges Viereck, dessen 
durch / nicht hindurchgehende Seite des Diagonaldreieckes 
die verlangte Polare ist. (s. 53.) 

Anmerkung. Ist der Kegelschnitt durch andere Stücke 
gegeben, so kann die Lösung auf diesen Fall zurückgeführt 
werden. 

Zur Uebung. Die Hyperbel ist gegeben durch die 
Asymptoten und einen Punkt, man bestimme zu einem Punkte 
die Polare. 

Hilfssatz. Vier Tangenten eines Kegelschnittes bilden 
ein vollständiges Vierseit, welches dasselbe Diagonaldreieck 
hat wie das vollständige Viereck, welches von ihren Berüh- 
rungspunicten gebildet wird. 

Beweis. Die Tangenten in den vier Punkten aa'hb' 
(Fig. 22) bilden das vollständige Vierseit AA'BB'. A und 
B müssen sich auf R schneiden, und ebenso auch A' und B', 
denn ab und a' If sind homologe Punktepaare in der Involu- 
tion mit dem Pole r und der Polaren R. Ebenso sind ab' 
und a' b homologe Punktepaare in der Involution mit dem 
Pole ^ und der Polaren Q, daher müssen sich A und B', und 
ebenso A' und B auf Q schneiden. 

Anmerkung. Folgt auch aus 46, Zusatz 2. Fig. 20. 

Rnir, Elemente d. proj. Geometrie. 4 
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2, Von einem Kegelschnitt sind gegeben fünf Tangenten 
ÄBCDE; man bestimme zu einer Geraden P den Pol. 

Man bringe z. B. die Tangente A zum Schnitt mit P 
und bestimme mittelst des Brianchon 'sehen Satzes die noch 
durch diesen Schnittpunkt hindurchgehende Tangente A' an 
den Kegelschnitt (siehe 51, Aufgabe 3). Ebenso bestimme 
man zu B die Tangente B". AA'BB bilden ein vollständi- 
ges Vierseit, bei welchem P die eine Seite des Diagonaldrei- 
eckes ist. Die gegenüberliegende Ecke ist mittelst des Hilfs- 
satzes der verlangte Pol, 

Zur Uebung. Die Parabel ist gegeben durch vier 
Tangenten, man bestimme zu einer Geraden den Pol. 



§ 17. Vervollständigung der Punkt- und Strahleninvolutionen 
mittelst des Kreises. Folgerungen. 

57. a) Punktinvolution. Dieselbe sei nach einer der in 

19. unter i bis 5 angeführten Arten gegeben. Man nehme 
ausserhalb des Trägers G der Involution einen Punkt o an. 
Von diesem aus projiciere man die Involution, wodurch man 
eine Strahleninvolution erhält. Diese schneidet man mit 
einem durch o gelegten Kreis K, wodurch man auf dem- 
selben nach 52. eine krumme Punktinvolution erhält, deren 
Pol/ man ebenfalls nach 52. findet Um zu x den homologen 
Punkt x' zu finden, verbindet man mit x, welcher Strahl 
K noch einmal in g schneidet, g mit / verbunden schneidet 
K noch einmal in g', und endlich og' den Träger G in x'. 
Hat die krumme Involution reelle Doppelpunkte, so erhält 
man durch deren Projcction von o auf G die Doppelpunkte 
der gegebenen Involution. 

Anmerkung. Ist der Centralpunkt ;* statt eines Punkte- 
paares gegeben, so ist der ot entsprechende Strahl die durch 
o zu G gezogene Parallele. Ist ein Doppelpunkt d gegeben, 
so hegt / auf der Tangente des Schnittpunktes von Ui^mit K. 

b) Strahleninvolution. Dieselbe sei nach einer der in 

20. unter i — 3 angeführten Arten gegeben. Man lege durch 
ihren Träger o einen Kreis K, welcher sie nach einer krum- 
men Involution schneidet, deren Po! / man bestimmt. Schnei- 
det der Strahl ox, dessen homologen ox' man bestimmen 
soll, K in g, so schneidet p^ den Kreis noch einmal in g', 
und ö|' ist der verlangte Strahl ox'. 
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Anmerkung. Sind Doppelstrahlcn gogeben, so werden 
diese K in den Doppclpunkten der krummen Involution 
schneiden, und p wird in den Tangenten in denselben an K 
liegen. 

58. Folgerungen, i. In jeder Strahlen Involution giebt 
es ein Paar homologe aufeinander senkrecht stehende Strahlen. 

Beweis. Man schneide die Strahlcninvolution durch 
einen Kreis K, der durch den Träger derselben hindurchgeht, 
und dessen Mittelpunkt m sei Dadurch entsteht eine krumme 
Punktinvolution mit dem Pole /, pm. muss den Kreis schnei- 
den, und verbindet man diese Schnittpunkte mit 0, so erhält 
man das einen rechten Winkel bildende homologe Strahlonpaar. 

2. Giebt es in einer Strahleninvolution zwei rechtwinkelige 
Strahlen paare, so steht überhaupt ein jeder Strahl auf seinem 
homologen senkrecht, und die Involution hat imaginäre Doppel- 
strahlen. 

Beweis. Es seien in einer Strahleninvolution AoA' 
und JSoJS" zwei rechte "Winkel. Man lege durch o einen 
Kreis vom Mittelpunkte m, welcher die Strahlenpaare in den 
Punktepaaren aa' und ^^ schneidet. Der rechten Winkel 
wegen müssen die Geraden aa' und di" durch ?n hindurch- 
gehen, und es ist daher tn der Pol der Involution. Irgend ein 
beliebiges Paar der Strahleninvolution findet man, wenn man 
durch m einen Durchmesser zieht und seine Endpunkte mit 
o verbindet, wodurch man wieder einen rechten Winkel er- 
hält, und da sich von m keine Tangenten an den Kreis ziehen 
lassen, so giebt es keine reellen Doppelstrahlcn. 

3. Zwei conlocale Involutionen haben immer ein gemein- 
schaftliches Elementenpaar nur in dem Falle nicht, wo sie 
reelle Elemente haben, die sich gegenseitig trennen. 

Beweis, a) für conlocale Strahleninvolutionen. Man 
lege durch den gemeinschaftlichen Träger derselben einen Kreis, 
welcher sie in zwei krummen Punktinvolutionen schneidet, 
deren Pole Pi und /.j sind. Maxi überzeugt sich leicht, dass 
die Gerade /i/i immer den Kreis schneiden muss, ausgenom- 
men den Fall, wo beide Strahleninvolutionen reelle Doppel- 
punkte haben, die sich gegenseitig trennen. 

b) für conlocale Punktinvolutionen. Man nehme ausser- 
halb des gemeinschaftlichen Trägers einen Punkt o an, pro- 
jiciere von demselben die Involutionen, wodurch man zwei 
conlocale Strahleninvolutionen erhält. Diese haben nur dann, 
und folglich auch die Punktreihen, kein gemeinschaftliches 
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Elementenpaar, wenn ihre reellen Doppelstrahlen sich gegen- 
seitig trennen. Dann haben aber auch die Punktinvolutionen 
reelle, sich trennende Doppelpunkte. 

§ iS. Benützung der Projectivitat zur Lösung geometrischer 
Aufgaben. Methode der falschen Position. 

59. Dieselbe soll an folgender Aufgabe erläutert werden: 
Von einem Dreiecke ABC (Fig. 23) ist gegeben die den 
Winkel bei A halbierende Transversale A O der Länge nach, 
und die Entfernungen m und n der Ecken B und C von 
derselben. Das Dreieck soll gezeichnet werden.*) 

Man ziehe oberhalb A eine Parallele P in der Ent- 
fernung m und unterhalb A eine Parallele Q in der Ent- 
fernung n, dann müssen B und C auf P, beziehungsweise Q 
gelegen sein. Zieht man durch A nach oben den Strahl A a 
unter dem Winkel w zn A O, und ebenso unter dem < w 
Figur 23. den Strahl A a' nach unten, 

so wäre das verlangte Drei- 
eck gefunden, wenn Oa und 
Oa' in eine Gerade fielen. 
\g Lässt man w variieren, so 
ist A {ä} 7\ A («') weil con- 
gTuent, daher sind auch die 
Punktreihen a und a' pro- 
" jectivisch, und demnach O 

{a) und (a*) zwei concen- 
trische projectivische Strahlenbüschel. Haben diese einen 
Doppelstrahl, so ist derselbe die gesuchte Dreiecksseite BC. 
Es handelt sich also darum die Doppel strahlen der conlocalen 
projecti vischen Strahlenbüschel zu finden. Einer derselben 
ist OA, was man leicht erkennt, wenn man w Null werden 
lässt. Zur vollständigen Bestimmung der projecti vischen, 
conlocalen Strahlenbüschel braucht man daher noch ein Paar 
homologe Strahlen, welche man dadurch erhält, dass man den 
Strahl A a noch einmal in eine falsche Position bringt, am 
bequemsten, indem man < w gleich 90" annimmt , wodurch 
man die entsprechenden Strahlen Ob und Ob' erhält Nun 
legt man durch O den Kreis K, welcher die projecti vischen, 
conlocalen Strahlenbüschel in den krummen, projecti vischen 

*) Zeitschrift für mathematischen and naturwissenBchaftlichen Unterricht. 
Leipzig iSSS. 
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Punktreihen et |3 (J| und a'ß'Öi schneidet, Treffensich aß' und 
a'ß in Jt, so ist rfiJt die VervoUständignngsachse, welche K 
noch einmal in rfj schneidet, daher ist Orfi der zweite Doppel- 
strahl oder die Dreiecksseite BC. 



§ ig. Reciprok-pofare Figuren. 

60. Zu einer Figur findet man die reciproke (siehe 14), 
wenn man zu allen Punkten derselben in Eezug auf einen 
festen Kegelschnitt, den Fundamentalkegelschnitt, die Polaren 
und zu allen Geraden die Pole sucht. Es treten dann in der 
That an Stelle der Punkte der ursprünglichen Figur Gerade, 
an jene der letzteren Punkte und mittelst 53. an Stelle der 
VerbindungsUnien zweier Punkte die Schnittpunkte der ent- 
sprechenden Geraden und umgekehrt. 

Die so erhaltene reciproke Figur wird auch zum Unter- 
schiede von jener, die man sich ohne Fundamentalkegelschnitt 
entstanden denken mag, die rectprok-polarc genannt. Zu einer 
Figur die reciprok-polare Figur suchen, heisst dieselbe polari- 
sieren. Alle Figuren und die reciprok-polare n Figuren zu 
denselben in Bezug auf den nämlichen Fundamentalkegelschnitt 
heissen ein Polarsystem. Es giebt demnach unendlich viele 
Polar Systeme. 

Die reciprok-polare Figur zu einem Kegelschnitt ist 
weder ein Kegelschnitt, und zwar sind die Punkte des letz- 
teren die Pole der Tangenten des ersteren, und die Polaren 
der Punkte des ersteren sind die Tangenten des letzteren. 

Beweis. Man nehme auf dem Kegelschnitte Ä", welcher 
polarisiert werden soll, zwei feste Punkte o^ und öj an, und 
lasse einen dritten x denselben durchlaufen. Dann ist nach 
42. o^{x..) A o-iip:..). Die Polare von o, sei Oj, jene von öa Oj. 
Der Strahl o^x werde mit A^, jener o-iX mit A<i bezeichnet. 
a, der Pol von ^1 liegt hierauf nach 53. auf O,, a-i jener von 
Ai auf O-i, und es ist X die Verbindungshnie von ö, a-i die 
Polare von x. Nun ist aber nach 5g. die Punktreihe «1 pro- 
jectivisch dem Strahlenbüschel ihrer Polaren A\ oder Ox^x..), 
daher auch a A o-i{x..). Aber das Strahlenbüschel 0'i{x..) oder 
Ai ist projectivisch der Punktreihe «j, daher auch ö| A «2, 
und demnach hüllen die VerbindungsUnien X nach 50. einen 
Kegelschnitt K" ein. 

Einem zweiten Punkte y auf K wird demnach eine 
Tangente V ä.n /C entsprechen. Der Verbindungslinie S von 
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xy entspricht hierauf als Pol der Schnittpunkt j von X und 
V. Rückt y unendlich nahe an x, so übergeht die Sekante 
S in die Tangente in x an K über. Dann rückt aber auch 
V unendlich nahe an JC, und s der Pol zur Tangente S wird 
der Berührungspunkt auf JT. 

In jedem Polarsystem entspricht einem Paar Pol und 
Polare wieder ein Paar Pol und Polare in Bezug auf den 
reciproken Kegelschnitt. 

FigaT2^. Beweis. Es seiinFig, 24 

P' die Polare von^ in Bezug 
auf den Kegelschnitt ÜT. Zieht 
man durch / irgend einen 
Strahl X, der K in i und 2 
schneidet, so müssen sich die 
Tangenten A und B in den 
Schnittpunkten in m auf P" 
schneiden. IstlC' derreciprok- 
polare Kegelschnitt zu iT, so ist die Polare zu i die Tangente / 
an IC', jene zu 2 die Tangente II, und der Schnittpunkt x der 
letzteren der Pol zu X in Bezug auf den Fundamentalke gel- 
schnitt F. A hat zum Pol den Berührungspunkt a auf /, ^ jenen 
b auf //, daher ba oder M die Polare zu m in Bezug auf F. 
Man kann aber durch ^ noch einen Strahl Y ziehen, der K\n 3 
und 4 schneidet. Die Tangenten in diesen Schnittpunkten C 
und -/? müssen sich auch auf P* in n schneiden. Die Polaren 
von 3 und 4 in Bezug auf F sind die Tangenten /// und IV 
an K', deren Schnittpunkt y demnach der Pol zu Y ist. C 
hat zum Pol c, den Berührungspunkt von III, D jenen d auf 
IV, cd oder N ist demnach die Polare von n in Bezug auf 
F. Die Verbindungslinie nm. oder/" ist demnach die Polare 
zum Schnittpunkte /', von M und N, p der Schnittpunkt von 
XY hsX der Pol zu P oder xy, und man sieht, dass /' auch 
der Pol von P ist in Bezug auf K'. 

In jedem Polarsystem entsprechen einem Paar conju- 
gierter Punkte ein Paar conjugierte Geraden. 

Beweis. £5 seien a und b ein Paar conjugierte Punkte 
in Bezug auf K, d. h. die Polare A^ von a geht durch b. a 
habe nun in Bezug auf den Fundamentalkcgelschnitt F die 
Polare A, b jene B und es ist nun zu zeigen, dass der Pol 
von A in Bezug auf K^ auf B liegt Es sei «, der Pol von 
^1 in Bezug auf i% so muss dieser auf .5 liegen, da.i4i durch 
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b geht. «1 ist aber nach vorhergehendem Satze der Pol zu 
Ä in Bezug auf K^, daher A und B conjugiert. 

Einem Tripel conjugierter Pole entspricht in der polari- 
sierten Figur ein conjugiertes Dreieck. 

Folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze. 

6i. Die reciprok-polare Figur zu einer gegebenen Figur 
zeigt die duale Eigenschaft (s. 14) der letzteren. Zeichnet sich 
z. B. die letztere dadurch aus, dass in ihr mehrere Gerade in 
einem Punkte sich schneiden, so liegen die sie in der reciprok- 
polaren Figur vertretenden Punkte in einer Geraden, der 
Polaren ihres Schnittpunktes. 

Da die polare Figur eines Kegelschnittes nach 60. wieder 
ein Kegelschnitt ist, so folgt daraus, dass, wenn man für den 
Kegelschnitt einen Satz kennt, auch hiermit schon der duale 
Satz bewiesen ist, was noch an folgendem Beispiele klar ge- 
macht werden soU. 

Es wird angenommen, dass der Satz des Pascal bereits 
bekannt ist, jener des Brianchon noch nicht, wie es auch der 
historischen Entwickelung entspricht.*) Einem Kegelschnitte 
K wird ein Scchsseit ABCDEF umschrieben und zu der ent- 
standenen Figur die reciprok-polare Figur mittelst des Funda- 
mentalkegolschnittes F gesucht Den Tangenten ABCDEF 
des Kegelschnittes K entsprechen dann nach 60. Punkte des 
Kegelschnittes K\ also dem umschriebenen Sechsseit ein ein- 
geschriebenes Sechseck. Die Ecken des ersteren werden der 
Reihe nach mit /, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet, diese haben dann 
zu Polaren in Bezug auf den Fundamentalkegelschnitt die 
Seiten /, II, III, IV, V, VI des eingeschriebenen Sechseckes. 
Nun schneiden sich zwei gegenüberliegende Seiten des letzteren, 
z. B. / und IV, in x auf der Pascalgeraden P. x hat zur 
Polaren in Bezug auf den Fundamentalkegelschnitt X, die 
Verbindungslinie von / und 2, und diese muss durch einen 
festen Punkt /, den Pol der Pascalgeraden gehen. Dies gilt 
aber auch von 25 und 36, daher mittelst des Pascal'schen 
Satzes auch jener des Brianchon bewiesen. 

Aus dem Gesagten folgt auch, dass, wenn man die Lösung 
einer Kegelschnittsaufgabe findet, auch jene der dualen Auf- 
gabe bekannt ist, und dass man die letztere aus der ersten 
durch Polarisation erhält. 

*] Der Pascal 'sehe Satz erschien zuerst 1640, der Satz des Brianchon 1S06. 
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§ 20. Construction von Kegelschnitten aus reellen 
und imaginären Besiimmungsstücken. 

62. Zwei Punkte eines Kegelschnittes kann man durch 
ihre Verbindungshnie und die auf derselben entstehende In- 
volution conjugierter Pole ersetzen (s. 54). Wird die Involution 
so gewählt, dass sie reelle Doppelpunkte hat, so sind auch die 
Kegelschnittspunkte reell; sind die Doppelpunkte imaginär, 
so sagt man, vom Kegelschnitt sind zwei imaginäre Schnitt- 
punkte gegeben. 

Zwei Tangenten eines Kegelschnittes kann man durch 
die durch ihren Schnittpunkt bestimmte Involution conjugierter 
Polaren ersetzen (s. 54). Nimmt man die Involution so an, 
dass sie reelle Doppelstrahlen besitzt, so sind die Tangenten 
des Kegelschnittes wirklich vorhanden, sind sie imaginär, so 
sagt man, vom Kegelschnitte sind zwei imaginäre Tangenten 
gegeben. 

Giebt man von einem Kegelschnitte Pol und Polare und 
die um ersteren entstehende Involution conjugierter Polaren, 
oder, was dasselbe ist, die auf der Polaren entstehende In- 
volution conjugierter Pole, so sind, wenn die Involution reelle 
Doppelelemente besitzt, zwei reelle Tangenten mit ihren Be- 
rührungspunkten gegeben. Sind die Doppelelemcnte imaginär, 
so sagt man, vom Kegelschnitt sind zwei imaginäre Tangenten 
mit den {selbstverständlich auch imaginären) Berührungs- 
punkten gegeben. 

63. Ein Kegelschnitt soll gezeichnet werden, von dem 
gegeben sind zwei imaginäre und drei reelle Punkte. 

Die imaginären Punkte sind durch eine Polare P und die 
auf derselben gelegene Involution conjugierter Pole mit den 
Punktepaaren mwf, nn' gegeben. Die reellen Punkte seien 
a, b und c. 

jP bestimmt nach 52. auf dem zu zeichnenden Kegelschnitt 
eine Involution conjugierter Pole. In derselben sei ä der 
homologe Punkt zu a. Hätte man denselben, so könnte man 
weitere Punkte des Kegelschnittes finden, wenn man a mit 
einem Punkte der Involution verbindet und diesen Strahl mit 
der Verbindungslinie von a' mit dem homologen Punkte 
schneidet. Man kann sich daher ö* verschaffen, wenn man ab 
zum Schnitt mit P \^ x bringt, hierauf zu x den homologen 
Punkt :^ in der Involution sucht und ix zum Schnitt «' mit 
cy' bringt, wenn y' der homologe Punkt zu y, dem Schnitt- 
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punkte von ac mit P ist. Nun schneiden sich am und a'm' 
in einem neuen Punkte des Kegelschnittes und die Zeichnung 
des letzteren kommt auf die Vervollständigung der Involution 
auf P hinaus, 

Ist £* der homologe Punkt zu z, dem Schnittpunkte von 
aa' mit P, so sind as' und «'s' Tangenten an den Kegelschnitt 
mit den Berührungspunkten aa\ und der letztere kann weiter 
ohne Benützung der Involution nach 46. gezeichnet werden. 

Einer oder zwei reelle Punkte können ins Unendhche 
fallen. Im letzteren Falle ergiebt sich die Aufgabe: Eine 
Hyperbel, die man zeichnen soll, ist durch die Asymptoten- 
richtungen, einen reellen und zwei imaginäre Punkte gegeben. 

An Stelle zweier Punkte, z. B. a und b, kann die Tan- 
gente A und ihr Berührungspunkt a treten. An die Stelle 
der Verbindungslinie ab tritt jetzt A und a;^ an jene von bx". 
Sonst bleibt alles dasselbe. Aus diesem Falle ergeben sich 
folgende Hyperbelaufgaben : 

Von einer Hyperbel sind ausser einem Paar imaginärer 
Punkte gegeben: i) eine Asymptote und ein reeller Punkt, 
2) eine Asymptote und die Richtung der anderen. 

Fällt die Tangente sammt dem Berührungspunkte ins Un- 
endliche , so ergiebt sich die Aufgabe : Man zeichne eine 
Parabel, von der gegeben sind zwei imaginäre Punkte, ein 
reeller Punkt und die Richtung ihres unendlich fernen 
Punktes. 

Die reciproke Aufgabe zu jener 63. lautet: Man zeichne 
einen Kegelschnitt, von dem gegeben sind ein Paar imaginäre 
und drei reelle Tangenten. 

Die imaginären Tangenten sind durch eine Strahlcn- 
involution mit dem Träger / und den homologen Strahlen 
MÄf, NN' gegeben. Die reellen Tangenten sind A, B und C. 

Die Lösung dieser Aufgabe kann man direct oder durch 
Polarisation (s. 60 — 61) der Vorhergehenden finden. Hier sollen 
noch einmal beide Wege eingeschlagen werden, später aber 
immer auf den letzteren verwiesen werden. 

a) Directc Auflösung^ In Fig. 22 sieht man leicht, dass, 
wenn man von / aus die Schnittpunkte y, y" einer beliebigen 
Tangente B mit zwei auf der Polaren von/ sich schneidenden 
Tangenten A und A' projiciert, man zwei homologe Strahlen 
R und Q der Involution conjugierter Polaren erhält, deren 
Träger p ist. 

Schneidet demnach in unserem Falle B die Tnagcnte A 
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in y und ist jf der Schnittpunkt des homologen Strahles zu 
py in der Involution fi mit B, so muss durch jy* A' gehen. 
Ebenso muss A' durch 2" auf C gehen, wenn p^ der homologe 
Strahl zu pz und z der Schnittpunkt von A mit C ist. Schneidet 
nun MA in u, M'A' in «', so ist uu' eine neue Tangente des 
Kegelschnittes, und man könnte denselben mittelst Tangenten 
durch Vervollständigung der Involution / (^J/'A'^yV") zeichnen. 
Schneiden sich A und A' in S, so schneidet der homologe 
Strahl zu p6 A und A' in den Berührungspunkten aa', und 
es kann der Kegelschnitt nun mittelst 47, Zusatz i, punkt- 
weise construiert werden, 

b) Auflösung durch Polarisation der vorhergehenden 
Aufgabe, An Stelle der Verbindungslinie der beiden ge- 
gebenen Punkte a und b tritt jetzt der Schnittpunkt der ge- 
gebenen Tangenten A und B. ab wurde zum Schnitt mit P 
gebracht, daher hat man jetzt den Schnittpunkt AB*) mit/ zu 
verbinden. Zum Schnittpunkte wurde in der Punktinvolution 
der homologe Punkt gesucht, man hat daher jetzt zu der Ver- 
bindungslinie den homologen Strahl in der Strahleninvolution 
zu suchen. Der homologe Punkt wurde mit b verbunden, der 
homologe Strahl ist also mit B zu schneiden. Mit c wurde 
femer dasselbe wie mit b gemacht, man hat daher mit der 
Tangente C dasselbe wie mit B zu machen u. s. w. f. 

Besondere Fälle. Von einer Parabel sind ausser dem 
Paare imaginärer Tangenten a) zwei reelle Tangenten, b) eine 
Tangente mit dem Berührungspunkte, c) die Richtung des 
unendlich fernen Punktes und eine Tangente gegeben. 

Von einer Hyperbel kann man eine Asymptote, eine 
Tangente und ein Paar imaginäre Tangenton geben. 

64. Von einem Kegelschnitt sind gegeben zwei Paar 
imaginäre und ein reeller Punkt. 

Die imaginären Punkte sind gegeben durch zwei Polaren 
P und Q und die auf denselben gelegenen Involutionen mm', 
nn' beziehungsweise uu', rr'. Der reelle Punkt sei b. P und 
Q schneiden sich in s. s" sei der homologe Punkt zu s in 
der Involution auf P, 0' jener auf Q, dann ist j'ö' die Polare 
S von s. Auf S muss nach 53. sowohl der Pol p von P, als 
auch jener ^ von Q liegen. S wird den Kegelschnitt in zwei 
Punkten aa' schneiden. Kennt man diese, so kann man den 

r Geladen A und B kann auch kun mit AB 
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Kegelschnitt weiter nach 63. zeichnen. Projiciert man von b 
aus die Punkte aa', so erhält man sowohl auf P als auch auf 
Q homologe Punktepaare der Involutionen. Projiciert man 
demnach von b aus die Involutionen auf P und Q, so erhält 
man zwei conlocale Strahleninvolutionen, deren nach 58, 3. 
vorhandenes, gemeinschaftliches Strahlenpaar lia und bc^ ist. 
Bestimmt man daher dieses, so schneidet es ^ in 0^ und a'. 
Zugleich sind nach 52. sa und saf die Tangenten an den 
Kegelschnitt und kann derselbe demnach weiter nach 46. con- 
struicrt werden. 

Der Punkt b kann auch im Unendlichen angenommen 
werden. Die reciproke Aufgabe lautet: Man zeichne einen 
Kegelschnitt, der durch zwei Paar imaginäre und eine reelle 
Tangente gegeben ist. Soll der Kegelschnitt eine Parabel 
werden, so muss die reelle Tangente im Unendlichen liegen. 

65. Ein Kegelschnitt soll gezeichnet werden, der durch 
ein Paar imaginäre Tangenten mit den Berührungspunkten 
und noch einen Punkt gegeben ist. 

Die imaginären Tangenten sammt den Berührungspunkten 
sind nach 62. durch einen Pol p, die zugehörige Polare P und 
die auf letzterer entstehende Involution conjugierter Pole ge- 
geben. Der reelle Punkt sei a. Schneidet pa die Polaro P 
in X und ist a' der vierte harmonische Punkt zu a in Bezug 
auf/ und X, so ist nach 52. «" ein neuer Punkt des Kegel- 
schnittes und man kann weitere Punkte des letzteren durch 
Projection der Involution auf P erhalten. 

Ein besonderer Fall ist der, wenn a ins Unendliche fällt. 

Die reciproke Aufgabe lautet: Von einem Kegelschnitte 
sind bekannt zwei imaginäre Tangenten mit den Berührungs- 
punkten und eine reelle Tangente. Besonderer Fall: Eine 
Parabel ist gegeben durch ein Paar imaginäre Tangenten mit 
den Berührungspunkten. 

§ 21. Constructioi) van Kegelschnitten, wenn unter den Bestimmungs- 
stücken derselben Pole und Polaren gegeben sind. 

66. Ausser einem Paar Pol und Polare sind gegeben : 

a) drei reelle Punkte. Es sei p der Pol, P seine Polare. 
Die gegebenen Punkte seien a, b und c. Schneidet pa die 
Polare in x, so ist a', der vierte harmonische Punkt zu a in 
Bezug aui px, ein neuer Kegelschnittspunkt. Schneidet ab 
die Polare in y, so ist ?/, der Schnittpunkt von a'y mit pb, 
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neuerdings ein Punkt des Kegelschnittes, so dass letzterer nun 
durch fünf reelle Punkte gegeben erscheint. 

Besonderer Fall. Von der Hyperbel sind die Asymp- 
totenrichtungen und ein Punkt gegeben, 

b) Eine Tangente mit dem Berührungspunkt und noch 
ein Punkt Die Tangente sei A, ihr Berührungspunkt «'. Man 
bestimme wie in 66 a den Punkt a'. Schneidet A die Polare 
in £, so ist za' die Tangente A' ini^", daher Jetzt von dem Kegel- 
schnitt zwei Tangenten mit den Berührungspunkten und noch 
ein Punkt bekannt sind. 

Besondere Fälle, Von der Hyperbel sind gegeben 
eine Asymptote, die Richtung der anderen oder ein Punkt. 
Von einer Parabel kennt man die Richtung des unendlich 
fernen Punktes und einen Punkt. 

c) Ein Paar der gegebenen Punkte sei imaginär. Das- 
selbe ist gegeben durch die Polare Q und die auf derselben 
gelegene Involution conjugierter Pole mm' und nn'. Q 
schneidet P in s. s' sei der homologe Punkt zu s in der In- 
volution auf Q. Dann ist ps' oder S die Polare von s. S 
schneidet P in ö', dem homologen Punkte zu s in der Involution 
conjugierter Pole auf P. fa schneidet Pm x. Ist d der vierte 
harmonische Punkt zu a in Bezug auf / und x, so ist ä ein 
neuer Punkt des Kegelschnittes, aa' schneidet Q \xy y. Es 
sei y' der homologe Punkt zu y in der Involution auf Q und 
r/ der vierte harmonische Punkt zu y in Bezug auf aa', dann 
ist y^j oder Y die Polare von y. Diese schneidet S in q, dem 
Pole von Q, und P in sif, dem Pole von aa'. Es sind demnach 
ax' und a'x' die Tangenten in ad und man kann durch Pro- 
jection der Involution so', xxf von a und a' aus neue Punkte 
des Kegelschnittes gewinnen. 

Ein besonderer Fall ist der, wenn a ins Unendliche fällt. 

Die reciproken Aufgaben zu den eben gegebenen sind: 
Ausser einem Paare Pol und Polare sind von einem Kegel- 
schnitte zwei reelle oder imaginäre Tangenten und noch eine 
Tangente gegeben. Die letztere kann auch ins Unendliche 
rücken, wodurch sich der Kegelschnitt als Parabel ergiebt 
Auch kann statt zwei reellen Tangenten eine Tangente mit 
dem Berührungspunkt gegeben sein. 

67, Von einem Kegelschnitt sind zwei Paar Pol und 
Polaren und ein Punkt gegeben. pP sei das eine, qQ das 
andere Paar, a der Punkt. Ist r der Schnittpunkt von P und 
Q, so ist R die Verbindungslinie von p und g, die Polare 
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desselben. Diese schneidet P und Q m x und y. Auf R 
entsteht eine Involution conjugierter Pole, welche durch die 
Punktepaare px und gy bestimmt ist. r und die Involution 
auf R gelten nach 62. für ein Paar Tangenten sammt Be- 
rührungspunkten, daher der Kegelschnitt nach 65. gezeichnet 
werden kann. 

Ein besonderer Fall ist der, wenn a ins Unendliche fällt. 
Die reciproke Aufgabe entsteht, wenn an die Stelle von a 
die Tangente A tritt, eine Parabel, wenn A ins Unend- 
liche fällt. 



§ 22. Construction von Kegelschnitten, wenn unter den 

Bestimmungsstiicken derselben ein Tripel conjugierter Pole 

vorkommt. 

68. Ausser dem Tripel conjugierter Pole sind zwei 

Punkte gegeben, dieselben können reell oder imaginär sein. 

a) Die Punkte a und b seien reell, das Tripel heisss 
pqr. pa schneidet P d. i. qr in x, und es sei Ui der vierte 
harmonische Punkt zu a in Bezug auf/ und x. Dann ist a, 
ein neuer Punkt des Kegelschnittes, qa und rui schneiden 
sich in einem neuen Kcgolschnittspunkte «j, ebenso ra und 
y«! in «:„ man hat daher jetzt vom Kegelschnitte fünf reelle 
Punkte. Ist y der Schnitt von ab mit P \m.A y' jener von 
ba^, so ist die auf P entstehende Involution conjugierter Pole 
durch qr, yy' gegeben. Durch Projection dieser Involution 
von a und af aus kann man auch weitere Punkte des Kegel- 
schnittes erhalten. 

Besondere Fälle. Statt der zwei Punkte ist eine 
Tangente mit dem Berührungspunkt gegeben, bei einer Hy- 
perbel eine Asymptote, bei einer Parabel die Richtung des 
unendlich fernen Punktes. Ferner können von einer Hyperbel 
ausser dem Tripel die beiden Asymptotenrichtungen oder eine 
und ein Punkt gegeben sein. 

b) Die beiden Punkte sind imaginär und gegeben durch 
eine Gerade G und die auf derselben entstehende Involution 
conjugierter Pole mm' und nn'. 

G schneide P in x. Ist V der homologe Punkt zu x 
in der Involution auf G, so ist px" oder X die Polare von x 
und schneidet P in g', dem homologen Punkte zu x in der 
auf P entstehenden Involution, von welcher auch qr ein 
Punktepaar ist. Hat diese Involution reelle Doppelpunkte a 
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und a\ so sind das die Schnittpunkte von P mit dem Kegel- 
schnitte, und CS sind fa und pd die Tangenten in denselben. 
Schneidet P den Kegelschnitt nicht, so müssen Q und R den- 
selben schneiden, denn man überzeugt sich leicht, dass zwei 
Seiten des Poldreieckes den Kegelschnitt schneiden. Man er- 
hält also von dem zu zeichnenden Kegelschnitt vier Tangen- 
ten sammt den Berührungspunkten. 

Ein Kegelschnitt ist gegeben durch ein Tripel conju- 
gierter Pole und ein Paar Pol und Polare. Das letztere sei 
gG. P werde von // in x geschnitten, von G in x'. Dann 
sind X}(f homologe Punkte der Involution auf P und dieselbe 
ist vollkommen bestimmt, da auch q und r ein homologes 
Punktepaar bilden. Ebenso sind die Involutionen auf Q und 
R bestimmt und zwei derselben müssen reelle Doppelpunkte 
haben, wodurch man vier reelle Punkte des Kegelschnittes 
sammt den Tangenten erhält. 

Anmerkung. Werden Pol und Polare und das Tripel 
beliebig gewählt, so ist der Kegelschnitt nicht immer möglich. 



§ 23. Mittelpunkt, Durchmesser, conjugierte Dianieter und 
Achsen eines Kegelschnittes. 

6g, Mittelpunkt, Durchmesser. Die unendlich ferne 
Gerade der Ebene hat in Bezug auf den Kegelschnitt Ä" einen 
Pol tu. Zieht man durch m. eine Gerade, die K m a und ä' 
schneidet, so ist m. die Mitte von aa', denn m ist der vierte 
harmonische Punkt zum unendlich fernen Schnittpunkt der 
Polaren in Bezug auf aa' (Siehe 23). Der Punkt m heisst 
daher der Mittelpunkt des Kegelschnittes und jede durch ihn 
gezogene Gerade Durchmesser oder Diameter desselben. 

Bei der Hyperbel ist der Schnittpunkt der Asymptoten 
der Mittelpunkt, bei der Parabel Hegt er im Unendlichen und 
sind demnach alle Durchmesser parallel. 

Die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers 
sind zu einander parallel, denn sie müssen sich auf der un- 
endlich fernen Polaren schneiden. 

Anmerkung. In Aufgabe 66 und 67 kann man jetzt 
an Stelle eines Paares Pol und Polare den Mittelpunkt treten 
lassen. 

70. Conjugierte Diameter, Achsen. Die Polare D' des 
unendlich fernen Punktes eines Durchmessers D muss durch 
den Mittelpunkt gehen, ist also selbst wieder ein Durch- 
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messer. Die Polare des unendlich fernen Punktes von D' 
muss durch m und den unendlich fernen Punkt von D gehen, 
ist also D selbst. Zwei solche Durchmesser, von denen der 
eine immer die Polare des unendlich fernen Punktes des 
anderen ist, nennt man conjugierte Diameter, 

Zwei conjugierte Durchmesser und die unendlich ferne 
Gerade der Ebene bilden ein Poldreieck, Da zwei Seiten 
eines Poldreieckes den Kegelschnitt schneiden, die dritte aber 
nicht, so wird die Ellipse von beiden conjugierten Diametern 
geschnitten, die Hyperbel dagegen nur von einem. 

Anmerkung. In den Aufgaben 68 kann man an Stelle 
des Tripels conjugiertor Pole zwei conjugierte Durchmesser, 
der Lage nach gegeben, treten lassen. 

Zieht man zum Durchmesser D eine parallele Sehne aa', 
so geht diese durch den Pol von L/. Daher muss Jy die 
Sehne aa' in Bezug auf diesen unendlich fernen Pol harmonisch 
theilen, d. h. halbieren. Dasselbe gilt auch von einer zu D' paral- 
lelen Sehne. Diese wird wieder durch D halbiert. Alle 
parallelen Sehnen zu einem Durchmesser werden also vom 
conjugierten Durchmesser halbiert. 

Die Tangenten in den Schnittpunkten von D' mit K 
müssen nach dem unendlich fernen Pole, der auf D liegt, 
gehen, sind daher zu D parallel. Ebenso sind die Tangenten 
in den Endpunkten von D parallel zu /)'. Die Tangenten 
in den Endpunkten zweier conjugierter Durchmesser bilden 
also ein dem Kegelschnitt umschriebenes Parallelogramm, 
dessen Mittellinien die Durchmesser sind. 

Sind h und h' die Endpunkte des Durchmessers D und 
c irgend ein Punkt des Kegelschnittes, so sind bc und b'(f 
zwei conjugierte Richtungen, d. h. die durch in zu denselben 
gezogenen Parallelen sind zwei conjugierte Durchmesser. Denn 
zieht man einen Durchmesser parallel zu bc, so wird der zu 
ihm conjugierte gefunden, wenn man den Mittelpunkt n von 
bc mit m verbindet. Aber mn ist im Dreiecke beb' parallel 
zu b'c. 

Man erkennt nun leicht, da.ss die Diagonalen des Paral- 
lelogrammes, wfelches von den Tangenten in den Endpunk- 
ten zweier conjugierter Diameter gebildet wird, conjugierte 
Durchmesser sind, denn schneidet 1/ den Kegelschnitt in 
d(^, so sind bd und b'd z-we\ conjugierte Richtungen, zu denen 
die Diagonalen parallel sind. 

Die conjugierten Diameter eines Kegelschnittes bilden 
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nach 54. eine Strahleninvolution. Hat dieselbe reelle Doppel- 
strahlen, so sind diese die Asymptoten. 

Anmerkung. Nach 65. ist demnach ein Kegelschnitt 
durch die Involution der conju gierten Diameter und einen 
Punkt oder eine Tangente gegeben. 

Da die Ellipse keine Asymptoten besitzt, so müssen sich 
bei derselben die conjugierten Diameter gegenseitig trennen, 
was bei der Hyperbel nicht der Fall ist Dagegen trennen 
bei letzterer die Asymptoten jedes Paar conjugierter Durch- 
messer harmonisch. 

Bei jedem Kegelschnitte giebt es nach 58. ein Paar auf 
einander senkrecht stehende conju gierte Durchmesser, welche 
die Achsen genannt werden, weil in Bezug auf dieselben die 
Curve orthogonal symetrisch ist. 

71. Imaginäre Sehne, imaginärer Durchmesser eines 
Kegelschnittes. Auf jeder Geraden G in der Ebene eines 
Kegelschnittes, auch wenn sie denselben nicht schneidet, ent- 
steht eine Involution conjugierter Pole, von welcher aa! ein 
Punktepaar sei. Es sei ß der zu G parallele, D' sein con- 
jugierter Durchmesser. Z/ schneidet G in t, dem Central- 
punkte der Involution. Sind ss' zwei in G symetrisch in Be- 
zug auf t gelegene Punkte, 50 dass is = ts^ =^ ia . m', so sind 
s^ auch ein Paar homologe Punkte der Involution auf G, und 
man nennt die Strecke s^ eine imaginäre oder ideelle Sehne 
des Kegelschnittes und sieht, dass der conjugierte Durch- 
messer auch durch die Mitten der zu einem Durchmesser 
parallelen imaginären Sehnen geht Geht G durch m, so 
heisst s^ der imaginäre oder ideelle Durchmesser. 

72. Das Rechteck aus den Abschnitten, welche zwei 
conjugierte Diameter auf irgend einer Tangente, von ihrem 
Berührungspunkte aus gerechnet, abschneiden, ist gleich dem 
Quadrate über dem halben reellen oder imaginären Durch- 
messer, der der Tangente parallel ist. 

In Fig. 25 sei A eine Tangente des Kegelschnittes, a 
ihr Berührungspunkt, m der Mittelpunkt. Dann ist am ein 
Durchmesser und a' der zweite Endpunkt desselben, wenn 
ma' = ma ist. Ist D" zVl A parallel, so ist D' der conjugierte 
Durchmesser zu D. Es sei ferner b irgend ein Punkt des 
Kegelschnittes. Schneidet ab den Durchmesser D' in x', a'b 
in X, so sind x und :xf homologe Punkte der Involution auf 
ly, deren Centralpunkt m ist. Ist endlich ms ^ m^ und ms^ = 
mx .mx' ._. 1), so ist ss' der reelle oder imaginäre Durch- 
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Figur 25. 



messer D' der Länge nach, je nach dem die Involution auf 
ly reelle oder imaginäre Doppelpunkte hat. Zieht man durch 
mA und A' parallel zu ah, beziehungs- 
weise a'b, so sind A und A' nach 70, 

conjugierte Durchmesser. Diese 
schneiden A in yy' und es ist zu 
zeigen, dass ay . ay' ^ nts ist. 

Da ay-mx^ ein Parallelogramm 
ist, so ist «y = mx'. Ferner ist Aaym 
^ mxa', daher ay = mx, demnach 
mittelst i) ay .ay'= ms . 

Da nach 70. die conjugierten 
Durchmesser Diy, AA' eine Strahlen- 
involution bilden und diese von A 
geschnitten wird, so bilden die Punkte- 
paare yy' eine Involution, deren Centralpunkt a ist. Hat diese 
Involution reelle Doppelpunkte i/, und d-^, so gehen nach 70. 
durch dieselben die Asymptoten, und der Kegelschnitt ist eine 
Hyperbel. Es ist dann ady' = ay .ay", daher auch «(/, =ms, 
und demnach Ji/, || am d. h. die Asymptoten der Hyperbel sind 
die Diagonalen eines jeden Parallelogrammes, dessen Mittel- 
linien conjugierte Diameter sind. 

73. Construction der Achsen eines Kegelschnittes, wenn 
ein Paar conjugierte Diameter der Lage und Grösse nach 
gegeben sind. 

Es sei Fig. 26 aa' der reelle Durchmesser, bb' der ihm 
conjugierte, der sowohl reel! als imaginär sein kann. Zieht 







man durch a die Parallele A zu bb', 
so ist diese die Tangente in a und 
wird nach 72 von irgend zwei conju- 
gierten Durchmessern in den Punkten 
xxf so geschnitten, dass ax . ax' = 
mb ist. Errichtet man in a auf A 
die Senkrechte ac = mb und legt 
man durch m und c einen Kreis, der 
seinen Mittelpunkt in A hat, so 
schneidet dieser A in zwei Punkten 
y und y', für welche ay . ay' =: ac ^ 
mb'' ist. my und my' sind daher zwei conjugierte Durch- 
messer, und da sie auf einander senkrecht stehen, die Achsen. 
Zieht man ai} senkrecht auf my, so ist ar) die Polare von y, 
daher yij ein Punktepaar der Involution auf der Achse, von 

Rulf, Elemeiilc d. proj. Geometrie. 5 
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welcher m der Centralpunkt ist, und deren Doppelpunkte, 
also Endpunkte der Achsen, man nach Figur 9b bestim- 
men kann. 

74. Der Mittelpunkt und die Achsen eines durch fünf 
Punkte gegebenen Kegelschnittes sind zu bestimmen. In 
zwei Punkten a und b des Keg-elschnittes zeichne man die 
Tangenten A und B. Ihr Schnittpunkt sei 0. Femer hal- 
biere man die Berührungssehne ab in n. Denkt man sich 
durch den unbekannten Mittelpunkt m des Kegelschnittes 
einen parallelen Durchmesser D zu ab gezogen, so geht der 
conjugierte Durchmesser D" zu demselben nach 70. durch n. 
Da ferner ß" die Polare des unendlich fernen Punktes von D 
ist und a(^ eine durch denselben gehende Sekante ist, so 
müssen sich nach 52. die Tangenten in aa' auf D' schneiden. 
Also ist on der Durchmesser D'. 

Nun bestimme man im Kegelschnittspunkte c die Tan- 
gente C. Sie schneide B in 0'. Ist n' die Mitte von bc, so 
ist auch o' n' ein Durchmesser, demnach der Schnittpunkt von 
on mit o' n' der Mittelpunkt m. Zieht man durch m eine 
Parallele zu a b, so ist diese der conjugierte Durchmesser 
zu m n. Ebenso ist die Parallele zn bc durch m der con- 
jugierte Durchmesser zu mn'. Daher ist die Involution der 
conjugierten Durchmesser gegeben, und das rechtwinkelige 
homologe Paar derselben sind die Achsen. Schneidet A die 
eine Achse in x und ist g der Fusspunkt des Perpendikels 
von a auf die Achse , so sind x und g homologe Punkte der 
Involution auf der Achse , m der Centralpunkt und daher die 
nach Fig. 9 b bestimmten Doppelpunkte die Endpunkte der 
Achse. 

Jeder andere Fall kann auf diesen zurückgeführt werden. 

75. Die zwei unendlich fernen imaginären Kreispunkte. 
Beim Kreise stehen alle conjugierten Durchmesser auf ein- 
ander senkrecht, er besitzt also unendlich viele Achsen. Alle 
Kreise der nämlichen Ebene haben demnach auf der unendlich 
fernen Geraden derselben dieselbe Involution conjugierter Pole 
mit imaginären Doppelpunkten. Alle Kreise haben daher 
dieselben zwei imaginären Punkte mit der unendlich fernen 
Geraden gemein, welche man die beiden unendlich fernen 
imaginären Kreispunkte nennt, Nun wird es klar, warum der 
Kreis, obzwar ein Kegelschnitt, schon durch drei Punkte be- 
stimmt ist, da die beiden unendlich fernen, imaginären Kreis- 
punkte mitzählen. 
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Aus 64. ergiebt sich nun die Kreisaufgabe : Man zeichne 
einen Kreis von' dem gegeben sind ein Paar imaginäre Punkte 
und ein reeller Punkt, aus 66. jene : Ein Paar Pol und Polare 
und ein Punkt, und aus 68.: Ein Tripel conjugierter Pole. 

Im letzten Falle erkennt man leicht, dass das Poldreieck p qr 
stumpfwinkehg ist. Es sei bei f der stumpfe Winkel. Der 
Mittelpunkt m des gesuchten Kreises ist der Schnittpunkt der 
drei Höhen des Poldreieckes. Beschreibt man über m q als 
Durchmesser einen Kreis , so schneidet dieser Q oder p r in 
zwei Kreispunkten a und o". 

76. Besonderes von der Parabel. Die Parabel berührt 
die unendlich ferne Gerade, folglich liegt ihr Mittelpunkt im 
Unendlichen, und alle Durchmesser sind zu einander parallel 
und zur Achse. Man kann daher die Richtung in der der 
unendlich ferne Punkt gelegen ist, auch die Ächsenrichtung 
der Parabel nennen. 

Ist a a' eine Sehne der Parabel, D der sie in n halbie- 
rende Durchmesser, so schneiden sich die Tangenten A und A' 
in a, a' in b auf D. D schneidet die Parabel ausser im Un- 
endlichen in c, und es ist der harmonischen Eigenschaften 
wegen, da b der Pol von a a' ist, c die Mitte von b n. 

§ 24. Die gemeinschaftlichen Punkte zweier Kegelschnitte. 

77. Da ein Kegelschnitt durch fünf Punkte vollkommen 
bestimmt ist, so können zwei Kegelschnitte, sollen sie nicht 
zusammenfallen, höchstens vier Punkte gemein haben. 

Die Anzahl der Schnittpunkte zwreier Kegelschnitte ist 
immer gerade d, h. zwei oder vier. 

Angenommen die Kegelschnitte K und K' haben den 
Punkt a gemein. Dann lässt sich zeigen, dass sie sich noch 
in einem Punkte b schneiden müssen, ausser sie hätten in a 
eine gemeinschaftliche Tangente, in welchem Falle man sagt, 
dass sie sich in a berühren. 

Nach früherem kann man den Kegelschnitt K als die 
coUineare Figur eines Kreises k und demnach als dessen Cen- 
tralprojection betrachten. Das Projcctionscentrum sei 0, die 
Ebene, in der k liegt, E. Projiciert man K' von aus auf E, 
so erhält man eine stetige Curve k', welche bei a', der Pro- 
jection von a, in den -Kreis k eintritt und daher wieder irgend- 
wo bei b' aus demselben austreten muss. h' ist aber dann die 
Projection eines Punktes b, der sowohl K als K' angehört. 
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Haben zwei Kegelschnitte K und K' drei Punkte «, b 
und c gemein, so lässt sich zeigen, dass sie sich noch in einem 
vierten Punkte d schneiden müssen. Man zeichne in a und 
b an beide Kegelschnitte die Tangenten A , B und A', B". 
A schneide B in i, A' B' in /'. Die Verbindungslinie //' 
schneide ac \n %', bc in %. Dann ist der Schnittpunkt d von 
«g mit b^' nach 46 ein Punkt, der Ä" und K' angehört. 

§ 25. Weitere Eigenschaften der Collineation und deren 

Anwendung auf die Kegelschnitte. 
78. Die coIUneare Figur eines Kegelschnittes ist wrieder 
ein Kegelschnitt. 

Um zu einem Kegelschnitte Ä".die collineare Figur zu 
finden, nehme man auf demselben zwei feste Punkte p und q 
an und lasse einen dritten Punkt x denselben durchlaufen. 
Dann ist nach 0,2. pix...") ä q{x...). Nun suche man zu 
X den homologen Punkt in der coUinearen Verwandtschaft. 
Es seien in derselben /' und q' die homologen Punkte zu / 
und f. Der homologe Strahl X' zu ßx oder X geht durch/', 
jener K' zu j?Ji; oder K durch q', und der Schnittpunkt beider 
ist der verlangte Punkt x". Nun ist aber nach 31- /' {x' .. .) 
7\ P {x ...), daher mittelst der früheren Projectivität und 9. /' 
(x' ...) Ä q {x ...). Ebenso ist mittelst ^i. g' (x' ...) A q {x .. .), 
daher wieder mittelst 9. j"' {x'...) 7\ q' [x' ..), und demnach 
das Erzeugnis beider Strahlenbüschel d. L der Ort des Punktes 
x' nach 40. ein Kegelschnitt. 

7g. Die Hauptpunkte der Collineation. Fällt ein Punkt 
mit seinem homologen zusammen, so heisst er ein Hauptpunkt 
der Collineation. 

Haben zwei collineare Systeme vier Hauptpunkte, von 
denen keine drei in einer geraden Linie liegen, so decken 
sie sich. 

Nach 38. sind zwei collineare Systeme durch die An- 
nahme von vier Paar homologen Punkten aa', bb', cc' und dd' 
vollkommen bestimmt. Es wird nun angenommen, dass a mit 
(£, b mit b', c mit c" und d mit d' zusammenfällt. Um zu / 
den homologen Punkt /' zu finden, rechnet man die Ver- 
bindungslinie (3^/ oder P zum Büschel a{bcd) und bestimmt im 
pro] ecti vischen Büschel a'{b'dd') den homologen Strahl /". Die 
beiden Strahlenbüschel mit den Trägern a und a' sind aber 
identisch, daher fällt P mit P zusammen. Hierauf rechnet 
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man den Strahl hp oder Q zum Strahlenbüschel b{acd) und 
bestimmt im projecti vischen Büschel b'{a'(^d') den homologen 
Strahl Q. Aber auch diese beiden Strahlenbüschel sind, weil 
in drei Strahlen übereinstimmend, identisch, daher fällt auch 
Q mit Q zusammen. Der Schnittpunkt von P' und Q ist 
aber p', daher fällt p' mit p zusammen. 

Soll daher eine Collineation aus zwei verschiedenen 
Systemen bestehen, so darf sie nicht mehr als drei Haupt- 
punkte enthalten. 

Zur Uebung. Zwei collineare Systeme sind durch drei 
Hauptpunkte a, b, c und ein Paar homologe Punkte d, d' ge- 
geben; man bestimme a) zu einem Punkte den homologen, 
b) die Gegenlinien. 

Die Punkte d und d' dürfen nicht auf der Verbindungs- 
linie zweier Hauptpunkte, z. B. a und b, angenommen werden, 
weil sonst die die Collineation bestimmenden projectivischen 
Büschel unbestimmt sind. 

Anmerkung. Eine Collineation kann auch durch drei 
Hauptpunkte a, b, c und zwei homologe Gerade G und G' 
bestimmt werden, denn schneidet ab die Gerade G in x, G' 
in ^, ac die Gerade G m y, G' in y, so ist durch die vier 
Paar homologen Punkte b, c, xx', yy' eine Colhneation be- 
stimmt, welche GG' zu entsprechenden Geraden und a zum 
dritten Hauptpunkt hat. 

Hat eine Collineation zwei Hauptpunkte, so giebt es 
noch einen dritten reellen Hauptpunkt. Sind ö = ö', h=^b' 
die beiden Hauptpunkte, so haben die beiden concentrischen 
projectivischen Strahlenbüschel mit den Trägem a und a' in 
ab = a'b' bereits einen Doppelstrahl. Sie müssen daher nach 
17. noch einen Doppelstrahl D^D' haben. Dasselbe gilt 
von den beiden Büscheln mit den Trägem b, b'. Ihr zweiter 
Doppelstrahl sei E=^E'. Der Schnittpunkt der beiden Doppcl- 
strahlen D und E ist dann ein selbstentsprechender Punkt, 
daher der dritte Hauptpunkt. 

80. Jeder Punkt p bestimmt in der Collineation einen 
Kegelschnitt, welcher durch die Hauptpunkte hindurchgeht. 

Rechnet man den Punkt / zum un gestrichelten System, 
so entspricht ihm im gestrichelten p'. Projiciert man von p 
und p' die homologen Punkte, so erhält man nach 31. zwei 
projectivische Strahlenbüschel, welche nach 40. einen Kegel- 
schnitt erzeugen. Ist a ein Hauptpunkt, so sind pa und p'a 
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homologe Strahlen der projectivischen Büschel, weshalb a auf 
dem Kegelschnitte hegen muss. 

Nach 33. enthält jede Collineation zwei congruente gleich- 
stimmige Strahlenbüschel, deren Erzeugnis nach 12. ein Kreis 
ist, der auch durch die Hauptpunkte hindurchgeht. 

Aufgabe. Eine Collineation ist durch vier Paar homo- 
loge Punkte aa', bb', cc^ und dd' gegeben; man zeichne den 
dem Punkte p entsprechenden Kegelschnitt. 

Man suche zu p den homologen Punkt p', worauf der 
Kegelschnitt durch die projectivischen Strahlcnbüschel/(«Ä(r . .) 
und p'ifl'b'd . .) vollkommen bestimmt ist. 

8 1 . In jeder Collineation giebt es mindestens einen reellen 
Hauptpunkt; die beiden anderen Hauptpunkte können reell 
oder imaginär sein, ihre Verbindungslinie ist aber stets reell. 

Dem Punkte p entspricht nach 80. ein Kegelschnitt K, 
der durch p' und die Hauptpunkte hindurchgeht. Einem 
zweiten Punkte q entspricht ein Kegelschnitt K', welcher 
durch q' hindurchgeht. Verbindet man p mit q, p' mit ^, so 
erhält man zwei homologe Strahlen, deren Schnittpunkt x 
beiden Kegelschnitten angehören muss. Nach 77, müssen sich 
die beiden Kegelschnitte noch in einem Punkte h schneiden, 
und dieser ist ein Hauptpunkt der Collineation. Denn um zu 
h den homologen Punkt h' zu bestimmen, kann man die zwei 
Paar projectivischen Strahlcnbüschel mit den Trägem pp', be- 
ziehungsweise qq' benützen. Man hat also zu ph im Büschel 
p' den homologen Strahl zu suchen, was des Kegelschnittes 
K wegen nach 42. p'h giebt Ebenso hat man zu qh im 
Büschel q' den homologen Strahl zu suchen, was mittelst des 
Kegelschnittes K' nach 42. i^h giebt. Der Schnittpunkt von 
Ph mit qh ist h', daher fällt h' mit h zusammen. 

Projicicrt man von h aus alle homologen Punkte, so er- 
hält man zwei concentrische projectivische Strahlenbüschel, die 
reelle oder imaginäre Doppelstrahlen haben können. An- 
genommen sie haben zwei reelle Doppelstrahlen D und E. 
Auf der selbstentsprechenden Geraden D entstehen nach 31. 
zwei conlocale projectivische Punktreihen, die bereits in k einen 
Doppelpunkt haben, daher noch einen in i besitzen müssen, 
welcher auch ein Hauptpunkt ist. Dasselbe gilt auch vom 
Doppelstrahl E, auf welchem sich der dritte Hauptpunkt k 
befinden muss. Die Gerade ik ist eine selbstentaprechende 
Gerade, und es wird noch gezeigt, dass sie auch dann vor- 
handen ist, wenn B und ly und mithin auch /" und k nicht 
vorhanden oder imaginär sind. 
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Haben die obengenannten concentrischen projecti vischen 
Strahlenbüschel mit dem Träger h keine reellen Doppelstrahlen, 
so entstehen doch auf zwei homologen Strahlen AA' nach ^i- 
zwei projecti vische Punktreihen, bei denen sich in h homologe 
Punkte decken. Die Punktreihen befinden sich daher in pcr- 
spectivischer Lage, und es sei o^ das Directionsceotrum. Das- 
selbe gilt von zwei anderen homologen Strahlen BB", deren 
perspecti vische Punktreihen das Directionscentrum 0% haben 
mögen. Die Verbindungslinie fiö; schneidet A in a, A' in 
a', B in b, B' in b', also in zwei Paar homologen Punkten, 
daher ist o^o-i eine selbstentsprechende Gerade. 

Zur Uebung. Eine CoUineation ist gegeben durch einen 
Hauptpunkt h und drei Paar homologe Punkte aa', bV und 
cd. Man bestimme die beiden anderen Hauptpunkte i und k, 
oder wenn dieselben nicht vorhanden sind, die stets reelle 
selbst entsprechende Gerade. 

Nach 8o. bestimmt irgend ein Punkt/, zum un gestrichelten 
System gerechnet, einen Kegelschnitt K, der durch den homo- 
logen Punkt p' und durch die Hauptpunkte hindurchgeht. 
Rechnet man K zum un gestrichelten System, so entspricht 
ihm nach 78. im gestrichelten System ein Kegelschnitt K', 
der durch f und die Hauptpunkte hindurchgeht, da die letzteren 
sich selbst entsprechen. Man kann daher die Hauptpunkte 
einer CoUineation als die Schnittpunkte eines durch einen 
Punkt/ bestimmten Kegelschnittes mit seiner collinearen Figur 
K' bestimmen und auch zweckmässiger Weise statt üTden durch 
die CoUineation bestimmten Kreis (s. 33, u, So.) nehmen. 



§ 26, Das gemeinschaftliche Tripel conjugierter Pole 
zweier Kegelschnitte. 

82. Bezeichnet man die Pole einer veränderlichen Geraden 
in Bezug auf zwei Kegelschnitte als homolog, so bilden die- 
selben eine CoUineation. 

Es sei (Fig. 27) a der Pol von A in Bezug auf den Kegel- 
schnitt K, a' jener in Bezug auf K'. Durchlauft ein Punkt x 
die Polare A, so geht seine Polare X in Bezug auf K durch 
a und jene X' in Bezug auf Ä"' durch »', und es ist i) a{X. , ,) 
Ä a'{X' . . .), weil beide nach 55, der Punktreihe x projectivisch 
sind. Die Pole einer zweiten Geraden B in Bezug auf IC und 
K' seien 6 und b', und es durchlaufe ein Punkt y die Gerade 
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B. Seine Polaren V und 
y in Bezug auf K und 
K' drehen sich um b be- 
ziehungsweise b', und es 
ist aus dem nämlichen 

Grunde wie oben 2) 
i(Y..)Ä !/(¥-..). 

Die Verbindungslinie 
xy heisse C. Dann ist c, 
der Schnitt von JTund Y, 
der Pol von C in Bezug 
auf K und c, der Schnitt 
von X' mit V der Pol von 6" in Bezug auf K'. Die pro- 
jectivischen Strahlenbüschel i) und 2) bestimmen aber nach 30. 
eine Collineation, in welcher c und c" homologe Punkte sind. 
Zusatz, In der durch zwei Kegelschnitte bestimmten 
Collineation haben zwei homologe Geraden denselben Pol. 

Sind c(^ und dd' zwei homologe Punktepaare in der 
obigen Collineation, so haben cc" dieselbe Polare C und dd' 
jene D in Bezug auf beide Kegelschnitte. Die Verbindungs- 
linien cd und ifd' sind dann homologe Geraden. Der Pol von 
cd ist in Bezug auf beide Kegelschnitte der Schnittpunkt von 
C mit Z) und ebenso Jener von c'd'. 

83. Unter einem gemeinschaftUchen Tripel conjugterter 
Pole zweier Kegolschnittc versteht man drei derartig gelegene 
Punkte, dass die Polare des einen in Bezug auf beide Kegel- 
schnitte die Verbindungslinie der beiden anderen ist. 

Zwei Kegelschnitte haben nur ein einziges Tripel conju- 
gierter Pole gemeinschaftlich, und dieses besteht aus den 
Hauptpunkten der durch die Kegelschnitte bestimmten Col- 
lineation. 

Sind hik die Hauptpunkte der durch die Kegelschnitte 
bestimmten Collineation, so sind die Pole der Geraden ik in 
Bezug auf beide Kegelschnitte homologe Punkte derselben. 
Dieselben müssen aber nach 82. Zusatz, zusammenfallen, da 
ik eine selbstentsprechende Gerade ist und demnach einen 
Hauptpunkt geben. Da jedoch die Collineation ausser t und k 
nur noch einen Hauptpunkt (und das ist K) haben kann, so 
ist h der Pol von ik in Bezug auf K und K'. 

Die Auffindung des gemeinschaftlichen Tripels conjugier- 
ter Pole zweier Kegelschnitte ist demnach zurückgeführt auf 
die Bestimmung der Hauptpunkte, der durch die letzteren 
gegebenen Collineation. 
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Nach 8i. sind die Hauptpunkte einer Collincation ent- 
weder alle drei reell oder nur einer und die Verbindungslinie 
der beiden anderen. Sind alle drei Hauptpunkte reell, so sagt 
man: Die Kegelschnitte haben ein reelles Tripel conjugierter 
Pole gemeinschaftlich. Ist nur ein Hauptpunkt reell, so sagt 
man das gemeinschafthche Tripel ist imaginär. 

Schneiden sich zwei Kegelschnitte in vier Punkten, so 
ist das gemeinschaftliche Tripel reell. Es wird von den Dia- 
gonalpunkten des vollständigen Viereckes, das durch die vier 
Schnittpunkte bestimmt ist, gebildet. (Siehe 24. und 54.) 

Besitzen zwei Kegelschnitte ein reelles gemeinschaftliches 
Tripel und schneiden sie sich in einem Punkte, so müssen 
sie sich noch in weiteren drei Punkten schneiden. 

Es s,q\ p q r das gemeinschaftliche Tripel, a der vorhan- 
dene Schnittpunkt. Dann lassen sich nach 68. a) noch drei 
Punkte «1, «2, ag ableiten, welche beiden Kegelschnitten an- 
gehören. 

Haben zwei Kegelschnitte ein imaginäres Tripel con- 
jugierter Pole gemeinschaftlich, so schneiden sie sich in zwei 
Punkten. Das imaginäre gemeinschaftliche Tripel beider Kegel- 
schnitte K und K' besteht in einem Punkte h , der in Bezug 
auf die beiden die nämliche Polare H hat. Beide Kegel- 
schnitte bestimmen auf H eine Involution conjugierter Pole, 
welche Involutionen kein gemeinschaftliches Punktepaar be- 
sitzen dürfen, weil sonst dieses mit h ein reelles, gemeinschaft- 
liches Tripel bilden würde, was gegen die Voraussetzung ist. 
Projiciert man von h aus beide Involutionen, so erhält man 
zwei concentrische Strahleninvolutionen, welche mit einem 
durch h gehenden Kreis geschnitten zwei krumme Punkt- 
involutionen liefern, deren Pole ausserhalb des Kreises liegen, 
denn nur so ist es möglich, dass die Verbindungslinie beider 
den Kreis nicht schneidet und demnach kein gemeinschaft- 
liches Paar beider Involutionen entsteht. Wenn aber die Pole 
beider Involutionen ausserhalb des Kreises liegen, so haben 
die letzteren reelle Doppelstrahlen und beide Kegelschnitte 
schneiden H. Angenommen K schneide H in a und b , K' 
in a' und b', dann müssen sich die Schnittpunkte gegenseitig 
trennen, wenn also a' innerhalb der Strecke a b liegt, muss 
b' ausserhalb derselben gelegen sein, denn würden sich die 
Schnittpunkte nicht gegenseitig trennen, so könnte man sie 
als Punktepaare einer Involution betrachten , die dann noth- 
wendig reelle Doppelpunkte haben müsste. Da aber die 
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Doppelpunkte gleichzeitig a b und a' b' harmonisch trennen 
würden, so müssten sie ein gemeinschaftliches Punktepaar 
beider Involutionen auf H sein , was schon nach früherem 
gegen die Voraussetzung ist. Da nun ein Punkt des Kegel- 
schnittes K' innerhalb, der andere ausserhalb des Kegelschnittes 
üf gelegen ist, so müssen sich die Kegelschnitte schneiden, 
und zwar kann der Schnitt nach 77. und dem vorhergehenden 
nur in zwei Punkten erfolgen, denn vier Schnittpunkte würden 
ein reelles Tripel bedingen. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt auch, dass wenn zwei 
Kegelschnitte sich nicht schneiden, sie nur ein reelles Tripel 
gemein haben können. 



§ 27. Die Chordalen zweier KegelschniUe. 

84. Die Steinersche Verwandtschaft. Ein Punkt / hat 
in Bezug auf zwei Kegelschnitte K und K' zwei Polaren P 
und P\ die sich in p' schneiden. Betrachtet man/ und p' ab 
homologe Punkte, so erhält man die Steinersche Verwandt- 
schaft zwischen zwei Systemen. Dieselbe ist eine involutorische, 
d h. rechnet man den Punkt p' zum Systeme p, so entspricht 
ihm im anderen Systeme wieder /. 

Bezeichnet man p' zum ersten System gerechnet mit x, 
so geht die Polare X von x in Bezug auf K durch p, Aa, x 
auf P gelegen ist. Ebenso geht X\ die Polare von x in 
Bezug auf K', durch p, denn x liegt auf P'. Daher fällt x', 
der homologe Punkt zu x, als der Schnittpunkt von X und 
X' mit / zusammen. 

Ein Schnittpunkt beider Kegelschnitte ist ein selbstent- 
sprechender Punkt, denn seine Polaren, die Tangenten an 
beide Kegelschnitte, schneiden sich in ihm selbst. 

Einer Geraden entspricht im Allgemeinen in der Steiner- 
schen Verwandtschaft ein Kegelschnitt, welcher durch die 
Hauptpunkte der durch die Kegelschnitte bestimn:iten CoUi- 
neation hindurchgeht. 

Der Punkt p durchlaufe die Gerade G. Diese habe in 
Bezug auf den Kegelschnitt K den Pol g, in Bezug auf K' 
jenen g'. Dann müssen die Polaren von / P und P' durch g, 
beziehungsweise g' hindurchgehen, und es ist g{P . -) Ä g'iP ■ -). 
weil die Strahlenbüschel nach 55, der Punktreüio / projec- 
tivisch sind. Ihr Erzeugnis d. h. der Ort von /' ist demnach 
ein Kegelschnitt. Die Colhneation der beiden Kegelschnitte 
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besitzt nach 8i. mindestens einen Hauptpunkt h und eine 
selbstentsprechende Gerade H. Schneidet letztere G in x, so 
ist X, die Polare von x in Bezug auf K, die Verbindungs- 
linie der Punkte g und h und X\ die Polare in Bezug auf K\ 
die Verbindungslinie g' h. Ihr Schnittpunkt h ist demnach 
der homologe Punkt zu x, also geht der homologe Kegel- 
schnitt durch den Hauptpunkt. Dasselbe gilt auch von den 
arideren Hauptpunkten, wenn sie überhaupt vorhanden sind. 

Geht eine Gerade A durch einen Hauptpunkt h, so ent- 
spricht ihr in der Steinerschen Verwandtschaft wieder eine 
durch h gehende Gerade A' und es bilden alle zusammen- 
gehörigen A und A' eine Strahlen Involution, deren Strahlen- 
paare man findet, wenn man von h aus die homologen Punkte 
der Steinerschen Verwandtschaft projicierL 

Der Punkt p durchlaufe Ä, die Pole von A seien a und 
a'. Sie müssen auf H liegen und sind die Träger jener pro- 
jecti vischen Büschel, die das homologe Gebilde zu A er- 
zeugen. In H decken sich aber zwei homologe Strahlen der 
Büschel, denn fällt p nach h, so fallen P und /* mit // zu- 
sammen. Die beiden Strahlenbüschel befinden sich daher in 
perspectivischer Lage und ihr Erzeugnis ist eine Gerade A'. 
Wird A von H va. y geschnitten, so ist Y die Verbindungs- 
linie ah und V jene äk, daher h auch ein Punkt von A'. 

Der Strahl A schneidet irgend eine feste Gerade G in 
z. Um A' zu finden müsste man zu z den homologen Punkt 
/ suchen, und denselben mit h verbinden. G entspricht nach 
früherem ein Kegelschnitt G', der durch g, g'h und ^ hin- 
durchgehen muss. Lässt man A variieren, so ändern sich s 
und z', z durchläuft G und 3' den Kegelschnitt G'. Es ist 
daher Ä (s* . . .) 7\ g {z' . . .). Für ßiz' kann man A' und für 
gz' die Polare Z von s in Bezug auf K setzen. Daher ist 
h {A' . . .) 7\ g {Z . . .). Aber die Punktreihe z ist nach 55. 
dem Strahlenbüschel g {Z . .) projectivisch, daher s . , . a k 
(A' . . .), demnach auch h (z . . ^ Ä k (A' . , .). Für kz kann 
man aber A setzen, daher k {A . . .) A k (A' . . .), und die 
projecti vischen Büschel befinden sich in in volu torischer Lage, 
weil A und A' einander vertauschbar entsprechen. 

Durchläuft also ein Punkt / eine durch k gehende Ge- 
rade A, so schneiden sich seine Polaren in Bezug auf beide 
Kegelschnitte auf einer zweiten durch A gehenden Geraden 
A'. Fällt A mit A' zusammen, d. h. hat die Involution ä 
{AA' . .) reelle Doppelstrahlen, so haben beide Kegelschnitte in 
Bezug auf diese Gerade dieselbe Involution conjugierter Pole. 
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85. Die Chordalen zweier Kegelschnitte. Eine Gerade 
wird in Bezug auf zwei Kegelschnitte eine Chordale genannt, 
wenn die letzteren auf derselben die nämliche Involution con- 
jugierter Pole haben, oder was dasselbe ist, wenn beide sie 
in den nämlichen reellen oder imaginären Punkten schneiden. 
Aus der 84. besprochenen Steinerschen Verwandtschaft 
folgt, dass die Chordalen zweier Kegelschnitte die Doppel- 
strahlen jener Involutionen sind, welche man erhält, wenn 
man von den Punkten ihres gemeinschaftlichen Tripels con- 
Jugicrter Pole die homologen Punkte der genannten Verwandt- 
schaft projiciert. Zwei Kegelschnitte können daher nicht 
mehr als sechs Chordalen besitzen, und können die letzteren 
nur paarweise reell sein. 

Ist der Schnittpunkt zweier Chordalen nicht ein Punkt 
des gemeinschaftlichen Tripels conjugierter Pole, so ist er 
ein Schnittpunkt beider Kegelschnitte, da er ein selbstent- 
sprechender Punkt in der Steinerschen Verwandtschaft ist. 

Die Seiten des gemeinschaftlichen Poldreieckes sind in 
den drei Involutionen homologe Strahlen, da sie von den 
Chordalen harmonisch getrennt werden. 

Haben zwei Kegelschnitte ein reelles Tripel conjugierter 
Pole gemein und schneiden sie sich, so sind alle sechs 
Chordalen reell. Nach 83. haben die Kegelschnitte in diesem 
Falle vier Punkte gemein. Diese bestimmen ein vollstän- 
diges Viereck, dessen sechs Seiten die sechs reellen Chor- 
dalen sind. 

Schneiden sich zwei Kegelschnitte nicht, so sind nur 
ein Paar Chordalen reell. 

Nach &^. haben die zwei Kegelschnitte, wenn sie sich 
nicht schneiden, ein reelles Tripel conjugierter Pole kik Fig. 28 
Figur 18. gemein. Zwei Paar Chordalen können 

ft nicht reell sein, weil sonst ihre Schnitt- 

punkte gemeinschaftliche Punkte beider 
Kegelschnitte wären. Angenommen i und 
k sind die Träger der Involutionen der 
Steinerschen Verwandtschaft mit imagi- 
nären Doppelstrahlen; die durch dieselben 
gehenden Chordalen sind also imaginär. 
Um die durch den Punkt k gehenden 
Chordalen zu ermitteln, muss man die In- 
volution mit dem Träger h bestimmen. 
Ein Strahlenpaar derselben ist nach frühe- 
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rem ht und hk. Um ein weiteres zu bekommen nehme man 
den Punkt p innerhalb des schraffierten Theiles der Ebene an 
und suche seinen homologen /'. Verbindet man t mit / und 
sucht man zu ip oder A in der Involution mit dem Träger 
i den homologen Strahl Ä\ so muss auf diesem /' liegen. 
Aber A' muss nothwendig in den Winkel hik fallen, denn die 
Strahleninvolution i {AA'kh) soll imaginäre Doppelstrahlen 
haben. Bezeichnet man die Verbindungslinie kp mit B, so 
muss /' auch auf S gelegen sein, wenn B der homologe 
Strahl zu B in der Involution mit dem Täger k ist, und es 
muss B in den Winkel hkt fallen, nachdem die Involution 
k {hiBB) imaginäre Doppelstrahlen hat. Der Schnittpunkt 
/' von A' und B liegt daher innerhalb des Dreieckes ihk, und 
demnach hat die Involution h(tkpp') reolle Doppelstrahlen. 

Besitzen zwei Kegelschnitte ein imaginäres gemeinschaft- 
liches Tripel conjugierter Pole, so sind nur ein Paar Chor- 
dalen reell, von denen die eine durch die zwei reell vorhande- 
nen Schnittpunkte geht. 

86. Kennt man von zwei Kegelschnitten das gemein- 
schaftliche Tripel conjugierter Pole, so kann man ihre Schnitt- 
punkte geometrisch construieren. 

Nach 68. werden beide Kegelschnitte gegeben sein, wenn 
man ausser ihrem gemeinschaftlichen Tripel conjugierter Pole 
noch von jedem zu einem Punkte p, die Polare P, beziehungs- 
weise B kennt. P und P' schneiden sich in /', und man er- 
hält die durch r gehenden Chordalen, wenn man in der 
Strahleninvolution i[hkpp') die Doppelstrahlen sucht. Ebenso 
findet man die durch h gehenden Chordalen, wenn man die 
Doppelstrahlen der Involution h{tkpp') sucht, Die vier Schnitt- 
punkte der Doppelstrahlen untereinander sind dann die Schnitt- 
punkte der Kegelschnitte. Hätten aber die beiden Involutionen 
k und t keine recUen Doppelstrahlen, so müsste nach 85. die 
Involution k reeUe Doppelstrahlen haben, und die Kegel- 
schnitte würden sich nicht reell schneiden. In diesem Falle 
sind nun auf den durch k gehenden Chordalen CyCi die bei- 
den Kegelschnitten gemeinschaftlichen Involutionen conjugier- 
ter Pole zu bestimmen. 

Schneidet C, die Seite des Poldreieckcs ht in k^, so sind 
kk^ ein Punktepaar der verlangten Involution auf fj. Schneidet 
P die Chordale Ci in r, so soll jetzt der zu r homologe Punkt 
r" in der genannten Involution bestimmt werden. Zu dem 
Ende suche man zu r die Polare P in Bezug auf den Kegel- 
schnitt K. R geht durch p und durch den homologen Punkt 
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p ZU y in der auf P durch K hervorgerufenen Involution con- 
jugierter Pole. Diese muss daher zunächst bestimmt werden. 
P schneidet ht in a. Die Polare A dieses Punktes in Bezug 
auf K ist pk, und A schneidet P in «'. P schneidet tk in b. 
Die Polare B dieses Punktes in Bezug auf K ist pk, und 
schneidet P in b'. Nun ist die Involution auf P durch die 
Punktepaare aa' und bb' bestimmt. In dieser Involution suche 
man zu r den homologen Punkt q. pQ ist dann R und 
schneidet C, in ri, wodurch die imaginären Schnittpunkte 
beider Kegelschnitte mit C, durch die Involution ^i, rrj ge- 
geben sind. 

Kennt man nicht von einem Punkte / in Bezug auf 
beide Kegelschnitte die Polaren P und P*, so muss der be- 
treffende Fall auf den eben behandelten zurückgeführt wer- 
den. Z. B. ausser dem gemeinschaillichen Tripel conjugierter 
Pole kennt man für den Kegelschnitt K zu p die Polare P 
und in Bezug auf K' zu q' die Polare Q. 

Man wird zu / in Bezug auf K' die Polare P" zu finden 
haben. K' bestimmt auf ik eine Involution, deren ein Punkte- 
paar ik ist Schneidet Q ik in n, so ist zu diesem Punkte 
die Polare A^ die Verbindungslinie hq' und diese schneidet 
ik in n'. nn' ist nun ein zweites Punktcpaar der Involution 
auf ik. In dieser bestimme man zu x, dem Schnittpunkte 
von hp mit tk den homologen Punkt x'. Femer schneidet 
Q hk in m. Die Polare M von m, ist iq' und diese schneidet 
hk in m'. Die Involution des Kegelschnittes K' auf kk ist 
demnach durch die Punktepaare hk und mm' bestimmt ip 
schneidet hk in y, zu welchem Punkt man in der ebengenann- 
ten Involution den homologen y bestimmt, a^jv' ist nun die 
gesuchte Polare P". 

Es kann auch der Fall eintreten, dass ausser dem ge- 
meinschaftlichen Tripel conjugierter Pole von jedem Kegel- 
schnitte noch zwei Punkte a und b, beziehungsweise a' und 
ö* gegeben sind. 

Die Verbindungslinien ab und a'b' schneiden sich in/. 
Zu diesem Punkte suche man in Bezug auf beide Kegelschnitte 
K und K' die Polaren P und P, wodurch man zu dem ersten 
Falle gelangt. P muss durch den vierten harmonischen Punkt 
q zu. p in Bezug auf a und b gehen, ab schneide ik in x. 
Die Polare X von x geht durch ^, den vierten harmonischen 
Punkt von x in Bezug auf a b, und durch h. Sie ist demnach 
die Verbindungslinie h% und schneidet ik in x^. Die Involu- 
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tion auf tk ist hierdurch durch die Punktepaare ik und xx' 
gegeben. Afi schneidet zk in y, und es sei y der homologe 
Punkt zu y m der Involution ik, xx'. y' ist der Pol von kp, 
daher muss-P durch y hindurchgehen und ist demnach alsy^ 
bestimmt. Auf dieselbe Weise bestimmt man zu p die Polare 
P- in Bezug auf K'. 

Ist von dem den beiden Kegelschnitten gemeinschaftlichen 
Tripel conjugierter Pole nur ein Punkt h und seine Polare H 
gegeben, so bestimme man zunächst auf letzterer die Involu- 
tionen, die beiden Kegelschnitten angehören. Haben dieselben 
ein gemeinschaftliches Punktepaar, so bildet dieses die zwei 
fehlenden Ecken des gemeinschaftlichen Poldreieckes , und 
man verfahrt weiter wie früher. Giebt es kein gemeinschaft- 
liches Paar, so ist das Tripel imaginär, die Kegelschnitte 
schneiden sich nach 83. in zwei Punkten und die beiden 
reellen Chordalen gehen durch Ä, und können mittelst der 
Steiner'schen Verwandtschaft ermittelt werden. 

87. Die Chordalen zweier Kreise. Die Centrallinie zweier 
Kreise hat in Bezug auf beide denselben im Unendhchen ge- 
legenen Pol. Der letztere bildet also die eine Ecke des bei- 
den gemeinschaftlichen Poldreieckes, und die Centrallinie die 
gegenüberliegende Seite desselben. Schneiden sich die Kreise 
wie in Fig. 29 nicht, so haben sie nach 83. ein reelles Tripel 
Figur 29. 




conjugierter Pole gemeinschaftlich. Um die noch fehlenden 
Tripelpunkte i und k zu finden, nehme man auf if den Punkt 
an und projiciere von demselben die Schnittpunkte aa', bh' 
der beiden Kreise mit der Centrallinie, wodurch man auf K 
die Punktepaare aa' ßß' erhält. Diese betrachtet man als die 
homologen Punktepaare einer Involution, deren Pol / der 
Schnittpunkt von ßß' mit der Centrallinie ist. Projiciert man 
die Doppclpunkte dieser krummen Involution von o auf die 
Centrallinie, so erhält man die verlangten Tripelpunkte i und 
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k, denn diese müssen die Eigenschaft haben, dass sie sowohl 
aa' als auch bb' harmonisch trennen. 

Die unendlich ferne Gerade der Ebene ist nach 75. die 
eine Chordale. Die zweite reelle Chordale geht demnach 
durch den unendlich fernen Tripelpunkt h, d. h. sie steht auf 
der Centrallinie senkrecht. Da sie femer in einer Parallel- 
strahleninvolution der eine Doppelstrahl ist, während der andere 
im Unendlichen liegt, so muss sie die Strecke ik halbieren. 

Die von emem Punkte der Chordalen an beide Kreise 
gezogenen Tangenten sind unter einander gleich. Da n der 
Centralpunkt der Involution aa' bb' mit den Doppelpunkten (' und k 
ist, so ist nach i<:).ni'^^nk'^ = na.na' = nh.n^... i. Nach einem 
bekannten Satze der Planimetrie ist ng^ = na.na' und nt^ = nb. 
nh', daher mittelst i. ng^=nt, und demnach auch mittelst der recht- 
winkeligen E>reiecke mgn und nlm'-. nnfl — R^ ^nm'"^ — ■ r^. .. 2. 
wenn man mit R und r die Halbmesser der Kreise K und K' be- 
zeichnet. Ferner ist mittelst der rechtwinkeligen Dreiecke man und 
m'dn:dm^^mn''- = drß=^dm'^ — nm'^\ hiezu 2. addiert dm^ — R"^ 
= dm"'' — r\ daher mittelst der rechtwinkeligen Dreiecke emd und 
dm'/ die Tangente de gleich jener df. 

n ist der Centralpunkt der Involution conjugierter Pole, 
welche beide Kreise gemeinschaftlich auf der Chordale C 
hervorrufen. Den zu d homologen Punkt d' in derselben 
findet man, wenn man ee", die Polare zu d in Bezug auf K, 
mit C zum Schnitt bringt. 

Schneiden sich die beiden Kreise, so erfolgt der Schnitt 
in zwei Punkten und das beiden gemeinschaftliche Tripel 
conjugierter Pole ist nach 83. imaginär. Die im Endlichen be- 
findliche Chordale ist die Verbindungslinie der beiden Schnitt- 
punkte. 

Hier ergiebt es sich sofort, dass die von einem Punkte der 
Chordalen an beide Kreise gezogenen Tangenten untereinander gleich 
sind. 

88. Kennt man das zwei Kegelschnitten gemeinschaft- 
liche Poldreieck, so können die gemeinschaftlichen Tangenten 
geometrisch construiert wrerden durch Polarisation der Con- 
struction in 86. 



§ 28. Brennpunkte und Leitlinien der Kegelschnitte. 
89. Bestimmung der Steinerschen Verwandtschaft mit- 
telst eines Kegelschnittes und einer Strahleninvolution. Nach 
84. bestimmen zwei Kegelschnitte K und K' die Steinersche 
Verwandtschaft. Nach 83. haben dieselben nur ein gemein- 
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schafUiches Tripel conju^erter Pole h ik, von denen minde- 
stens ein Punkt h und seine Polare H reell ist. Projiciert 
man von h alle Punktepaaro a a' der Steinerschen Verwandt- 
schaft, so erhält man nach 84. eine Strahleninvolution, in 
welcher k i und h k ein Strahlenpaar und die durch h gehen- 
den Chordalen die Doppelstrahlcn sind, Projiciert man die 
Punktepaare der Steinerschen Verwandtschaft von i und k 
aus, so erhält man zwei neue Strahleninvolutionen, denen ik, 
ih, beziehungsweise ki, kh als Strahlenpaare angehören. 

Man erkennt nun leicht, dass die Steinersche Verwandt- 
schaft durch die Strahleninvolution mit dem Träger /; und 
einen der Kegelschnitte z.B. if vollkommen bestimmt ist, denn 
um zu a den homologen Punkt a' zu finden, suche man zu a 
die Polare A in Bezug auf K und bringe dieselbe zum Schnitt 
mit dem homologen Strahle zu k a in der Involution k. 

90. Ist pqr ein Tripel conjugierter Pole des Kegel- 
schnittes K, p der Träger einer Involution mit dem Strahlen- 
paare Pq, pr und a der Schnittpunkt der Polaren A eines 
Punktes a mit dem homologen Strahle zu pa in der Invo- 
lution /, so werden alle zusammengehörigen a und a auch 
von q und r in Strahleninvolutionen projiciert, denen qp, qr, 
beziehungsweise rp, rq als Strahl enjiaare angehören. 

Nach 89. bestimmt die Involution und K die Steinersche 
Verwandtschaft zweier Kegelschnitte, deren gemeinschaftliches 
Tripel conjugierter Pole p qr ist, und in welcher a und « 
homologe Punkte sind. Dieselben werden daher von q und r 
ebenfalls in Strahleninvolutionen mit den Strahlenpaaren q h, 
qr beziehungsweise rp,rh projiciert. 

Der reciproke Satz zu dem eben Bewiesenen lautet: 
Wird eine Seite eines Poldreieckes z. B. qr von conjugierten 
Polaren A,%, A\%y u. s. w. in den Punktepaaren einer In- 
volution geschnitten, zu welcher auch qr als Punktepaar 
gehört, so schneiden dieselben Geradenpaare auch die anderen 
Seiten des Poldreieckes in Involutionen , zu welchen / q be- 
ziehungsweise pr als Punktepaare gehören. 

Der Beweis ergiebt sich durch Polarisation des vorher- 
gehenden Satzes. (Siehe 60 und 61). 

91. Jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes ist 
nach 54. der Träger einer Involution, welche von den durch 
ihn gehenden conjugierten Polaren gebildet wird. In diesei 
Strahleninvolution gibt es nach 58. Folgerung i. ein Paar con- 
jugierter Polaren , die auf einander senkrecht stehen. Dieses 

Rulf, Elemente d. proj. Geometrie. 6 
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Paar soll construiert werden, wenn der Kegelschnitt durch die 
Lag-e der Achsen m x, my Fig. 30, und durch irgend welche 
Stücke sonst z, B. eine Tangente T mit dem Berührungspunkte 
P gegeben ist. 

Die Schnittpunkte der Achsen mit der Tangente be- 
stimmen auf letzterer eine Strecke und es kann p i) innerhalb 
und 2) ausserhalb derselben gelegen sein. 
Figur 30. 




i) f liege innerhalb der Strecke s s' Fig. 30. Um zu 
entscheiden, ob der Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel 
ist, die Parabel ist wegen des Mittelpunktes m im Endlichen 
ausgeschlossen, bestimme man die Involution conjugierter Po- 
laren, deren Träger m und von welcher m x, m y ein Paar ist. 
mp oder Z> ist ein Durchmesser, zu welchem der conjugierte 
die Parallele Z>' zu T durch m ist Die beiden Strahlenpaare 
DD', mx, tny trennen sich gegenseitig, die Involution hat 
demnach keine Doppclstrahlen und der Kegelschnitt ist eine 
Ellipse. 

Zieht man p c \_m x, so ist die Involution conjugierter 
Pole auf tnx durch den Centralpunkt m und das Punktepaar 
CS bestimmt. Beschreibt man einen Halbkreis, welcher ms 
zum Durchmesser hat und schneidet dieser die Verlängemng 
von p c \a. i, und macht man ina^=^m,ai=^mi, so sind a 1 
ßj die Schnittpunkte der Achse m x mit der Ellipse oder die 
Scheitel der letzteren. Ist p d senkrecht auf vt y, so sind die 
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Schnittpunkte von my mit der Ellipse die Doppelpunkte jener 
Involution, deren Centralpunkt m und d s' ein Punktepaar ist. 
Die Achsen und die unendlich ferne Gerade bilden nach 
70. ein Poldreieck. Denkt man sich für alle Punkte das recht- 
winkelige Paar conjugierter Polaren, so schneidet ein jedes 
derselben die unendlich ferne Seite des genannten Poldreieckes 
in einem Punktepaare der Involution der unendlich fernen 
imaginären Kreispunkte (siehe 75), Nach 90, müssen daher 
die rechtwinkehgen conjugierten Polaren auch die Achsen in 
den Punktepaaren von Involutionen schneiden, deren Central- 
punkt der Mittelpunkt ist. Zur Bestimmung dieser Involutio- 
nen genügt also ein einziges Paar. Zeichnet man in / auf die 
Tangente die Senkrechte N, welche die Normale genannt 
wird, so sind T und iV" zwei conjugierte Polaren, die auf ein- 
ander senkrecht stehen. Sie schneiden daher die Achse tn x 
in dem Punktepaare so der gesuchten Involution und my va 



jenem s < 



und man sieht, dass eine der Involutionen, hier 



jene auf mx, reelle Doppelpunkte/, und /^ und die zweite 
auf m y imaginäre Doppelpunkte hat. 

Errichtet man in e eine Senkrechte auf m x, so schneidet 
diese den Halbkreis vom Durchmesser -ms in k, und es sind 
/■] f-i die Doppelpunkte der genannten Involution, wenn to/, = 
m/i = m k ist Da m k kleiner als m /ist, so sieht man, dass 
bei der Ellipse die Doppelpunkte /\/i zwischen den Scheiteln 
a,a.i liegen. 

Um die durch den Punkt e gehenden, auf einander senk- 
reciit stehenden conjugierten Polaren ^ 91 zu finden, lege man 
durch e/y /^ einen Kreis, Dieser schneidet m y in g k. Man 
wird bewiesen haben, dass die Verbindungslinien eg und eh 
die verlangten conjugierten Polaren sind , wenn man zeigt, 
dass mgxmk^ms^Xmöi, denn dann sind g und h ein 
Punktepaar der Involution auf my. 

Es ist A ms s' r^ £^ inaa' daher 
m. s -.m G' = ms' : mo 
und msXmö^ftis'XMO' ...')- 
Da ahev_fi/'.2 die Doppclpunkte der Involution auf mx sind, 
so ist m/2^ ^^msX.mo. 

daher mittelst ') ms'Xmo' = ^/^^ ...^). 
In dem durch /i /j e gehenden Kreise ist aber ; 
m~f^ = m gx~mk 
daher mittelst ^) m, gX.m,h = ms'X-mo'. 
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Auf diese Art erhält man für Jeden Punkt ausserhalb 
der Achsen ein ganz bestimmtes PaEir rechtwinkeliger con- 
jugierter Polaren- Fällt e in die Achse mx, so ist mx die 
eine und die Parallele zu tny die conjugierte rechtwinkelige 
Polare. Nur für _/, und f-i erhält man unendlich viele recht- 
winkelige conjugierte Polaren, indem Jeder durch f\fi. ge- 
legte Kreis zwei Punkte der Involution auf my liefert, die 
mit _/^ oder fi verbunden zwei conjugierte rechtwinkelige 
Polaren in /", oder f^ geben. 

Die Strahleninvolutionen conjugierter Polaren bestehen 
also für /i und fi aus lauter rechtwinkeligen Polaren. Solche 
Punkte nennt man Brennpunkte. Ein Kegelschnitt hat also 
?fmei reelle Brennpunkte, welche in einer der Achsen liegen. 
Diese heisst die Hauptachse und ihre Scheitel die Haupt- 
scheitel, die andere, welche imaginäre Brennpunkte trägt, 
Nebenachse, ihre Scheitel Nehenscheitel. Die Verbindungs- 
linie eines Kegelschnittpunktes mit einem Brennpunkte heisst 
Leitstrahl oder Radius vector des Punktes. Die Polare des 
Brennpunktes heisst Leitlinie oder Directrix. 

2. Wird p ausserhalb der Strecke ss' Fig. 31 angenom- 
men, so wird das Strahlenpaar DD' von Jenem mx, my nicht 
getrennt. Die Strahleninvolution conjugierter Polaren für den 
Mittelpunkt hat daher reelle 
Doppelstrahlen und der Kegel- 
schnitt ist eine Hyperbel. Zieht 
man pc senkrecht auf mx, so 
ist die Involution conjugierter 
Pole a,uf mx durch den Central- 
punkt m und ein Punktepaar 
CS gegeben und man sieht, dass 
_^ diese Involution imaginäre Dop- 
pelpunkte hat, daher die Achse 
mx die Hyperbel nicht schneidet 
Zieht man pd senkrecht auf 
my, so ist die Involution con- 
jugierter Pole auf my durch 
den Centralpunkt m und das Punktepaar ds' gegeben. Diese 
Achse schneidet die Hyperbel, denn die genannte Involution 
hat reelle Doppelpunkte. Beschreibt man über tnd als Durch- 
messer einen Halbkreis, und wird dieser von der in s" auf 
my errichteten Senkrechten in i geschnitten, so sind a,ai die 
Scheitel der Hyperbel, wenn may = ma^ = mi ist. 



Figur 31. 
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Die Brennpiinkte /, und f^ sind diesmal die Doppel- 
punkte der Involution auf my mit dem Centralpunkte m und 
dem Punktepaar ^a'. Die Hauptachse schneidet also die 
Hyperbel, die Nebenachse nicht 

Beschreibt man über mo' einen Halbkreis, so schneidet 
dieser s^i in k und es sind f^f-i die Brennpunkte, wenn mfi 
z= m/i = mk ist. Da mk grösser ist als mt, so folgt, dass 
bei der Hyperbel die Brennpunkte ausserhalb der durch die 
Scheitel auf der Hauptachse begrenzten Strecke liegen. 

Besonderes von der Parabel. Da bei dieser der Mittel- 
punkt im Unendlichen liegt, so wird sich auch der eine Brenn- 
punkt dort befinden und der andere die Strecken auf der 
Achse zwischen den Schnittpunkten der Tangenten und Nor- 
malen halbieren. 

qz. Hilfssatz. 'Werden zwei aufeinander senkrecht 
stehende Strahlen durch zwei andere harmonisch getrennt, 
so halbieren sie die Winkel der letzteren. 

In Fig. 30 sind nach 91, und 23. /^o/iS vier harmonische 
Punkte, daher / {/■i<'/i^) 'vier harmonische Strahlen. Zieht 
man durch /] eine Parallele zu TV^ so schneidet diese die vier 
Strahlen in den vier harmonischen Punkten /«/i und dem 
unendlich fernen Punkte, Es ist daher n die Mitte von /tl 
und tsfinp ^ npl, 
daher ■Kf'.pn^npl 
und es halbiert auch N den Nebenwinkel /^//i. Daraus er- 
giebt sich der Satz: 

Tangente und Normale eines Kegel Schnittpunktes hal- 
bieren die W^inkel seiner Leitstrahlen. 

Anmerkung. Bei der Parabel ist der eine Leitstrahl 
parallel zur Achse. 

Es lässt sich jetzt leicht folgender Satz beweisen: Die 
Verbindungslinie des Schnittpunktes zweier Tangenten mit 
einem Brennpunkte halbiert den Winkel, den die Leitstrahlen 
der Berührungspunkte in Bezug auf denselben Brennpunkt 
bilden. 

Es seien Fig. 30 F^ und Fi die Leitlinien des Kegel- 
schnittes. Sie müssen auf der Hauptachse .senkrecht stehen. 
Schneiden dieselben die Hauptachse in gjj und fi, so sind 
a^f^a^ffiY und <p%a^fia^ vier harmonische Punkte, es müssen 
daher bei der Ellipse (p^ und 95-2 ausserhalb der Strecke «(«ji 
bei der Hyperbel dagegen innerhalb derselben Hegen. Die 
Tangenten in f und q schneiden sich in r, dann ist R die 
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Verbindungslinie von pq die Polare von r. Diese schneidet 
Fi in o, und es ist O die Verbindungslinie von r mit /l die 
Polare von o. Der Pol von f^o ist der Schnittpunkt |9 von 
j?", mit O, daher sind C und /, o ein Paar conjugierte Polaren 
und müssen nach 91, aufeinander senkrecht stehen. Schneidet 
OR in a, so sind opaq vier harmonische Punkte, daher 
/ ippaq) vier harmonische Strahlen, und Aa. /^o -Lfa> so ist 
mittelst des Hilfssatzes: j^ qf^a^ ci/yp. 

Anmerkung. Bei der Parabel liegt der Scheitel in 
der Mitte zwischen Leitlinie und Brennpunkt. 

93- Für jeden Punkt eines Kegelschnittes ist das Ver- 
hältnis zwischen dem Leitstrahl und der Entfernung von 
der Leitlinie constant. 

Zieht man in Fig. 30 pv und qw senkrecht auf F^, so 

ist zu zeigen, dass ■^^ = -i^. Sind pt und qu parallel zu 

O, so sind ußio vier harmonische Punkte, weil es qapo sind 
Demnach sind /^ (ußlo) vier harmonische Strahlen und weü 
/, ß J- /i 0, so ist 

< uf^ß = ß/,t... i) 

Zieht man diese gleichen Winkel von dem nach vorhergehen- 
dem Satze gleichen Winkeln qfy ß und ß/ip ab, so erhält man 

< ?/l« = P/J...2). 

Der drei Parallelen wegen ist 

< /^/i = i/iß, daher mittelst i) 

< u/,ß =///, =/,Uq 

daher t^fipt^f^qu und 

pt qu ■^' 

Es sind aber auch die Dreiecke pfv und quw ähnlich, daher 

pf _^ qu 

pv qw 

und durch Multiplikation mit 3) 

pv qu' 
Zusatz. Bei der Ellipse ist das constante Verhältnis 
kleiner, bei der Hyperbel grösser, und bei der Parabel gleich i. 

Bei der Ellipse ist Fig. 30. (»5/1 <ß-j?>i. Bei der Hy- 
perbel liegt nach 92. y, zwischen a^a-i und^i ausserhalb, es 
muss daher aj/i > ^■if>\ sein. Bei der Parabel Hegt nach 92, 
Anmerkung, der Scheitel in der Mitte zwischen Brennpunkt 
und Leitlinie. 
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Anmerkung. Das constante Verhältnis ist für beide 
Brennpunkte und die zugehörigen Leitlinien dasselbe. Dies 
folgt aus der Symmetrie der Kegelschnitte in Bezug auf 
beide Achsen. 

Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel die 
Differenz der Leitstrahlen eines jeden Punktes constant und 
zwar gleich der Länge der Hauptachse. 

In Fig. 30 ist nach vorhergehendem Satze und Anmer- 

kung M =M, daher #44^ - ^/' ^--^^ unveränder- 
° pv pz p'i) -\-pz VZ 

lieh und da es der Nenner ist, auch der Zähler. 

Ferner ist pf^ + pfi = fi\f\ + i'ift und da a\f^ = a^^ 
P/i + PA = »i/2 + «1/2 = «1 a-2- 

Bei der Hyperbel muss man subtrahieren um im Nenner 
VZ zu bekommen- 

94, Da für den Brennpunkt die Involution conjugierter 
Polaren rechtwinkelig ist und die letztere nach 58. Folgerung 
2. imaginäre Doppelstrahlen hat, so gilt derselbe für ein Paar 
imaginäre Tangenten. Ein Kegelschnitt wird also durch den 
Brennpunkt und a) durch drei Tangenten, b) durch zwei 
Tangenten und auf einer den Berührungspunkt gegeben sein, 

Ist der Kegelschnitt eine Parabel, so genügen ausser 
dem Brennpunkte zur Bestimmung ; a) zwei Tangenten, b) eine 
Tangente mit dem Berührungspunkte, c) die Achsenrichtung 
und eine Tangente. Eine Hyperbel kann ausser durch einen 
Brennpunkt noch durch eine Asymptote und eine Tangente 
gegeben sein. 

Ein Paar der gegebenen Tangenten kann in den ge- 
nannten Fällen auch imaginär sein. Endlich kann der Kegel- 
schnitt auch durch beide Brennpunkte und eine Tangente be- 
stimmt sein. Fall c) bei der Parabel. 

Ein Brennpunkt und die zugehörige Leithnie gelten für 
ein Paar imaginäre Tangenten mit den Berührungspunkten. 
Durch Hinzufügen einer Tangente oder eines Punktes ist 
hierauf der Kegelschnitt vollkommen bestimmt. Die Parabel 
ist der unendlich fernen Tangente wegen schon durch Brenn- 
punkt und Leithnie allein bestimmt 

§ 2g. Das Kegelschniitbüschel und die Kegelschniiischar. 

95. Das Kegelschnittbüschel. Durch vier Punkte, die- 
selben können reell, imaginär, paarweise reell und imaginär 
sein, kann man unendlich viele Kegelschnitte legen, deren 
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Gesamintheit Kegelschnitthüschel genannt wird. Die vier Punkte 
heissen die Basis oder Grundpunkte und jeder einzelne Kegel- 
schnitt ein Element des Büschels. 

Die vier Grundpunkte können als die Doppelpunkte 
zweier Involutionen mit den Trägem C^ und C^ gegeben 
sein. Nimmt man von einem Element K^ einen Punkt x 
an, so kann dasselbe nach 45, 46, 63 oder 64 gezeichnet wer- 
den, je nachdem beide Involutionen, oder nur eine oder keine, 
reelle Doppelpunkte haben. 

Das Kegelschnittbüschel bestimmt eine einzige Steiner- 
sche Verwandtschaft d. h. man bekommt zum Punkte a den- 
selben Punkt (j^, ob man diese oder jene zwei Kegelschnitte 
des Büscheis zur Bestimmung der Steiner'schen Verwandtschaft 
wählt. 

Irgend zwei Elemente K^ und Ky des Büschels haben 
nach 83. ein einziges Tripel conjugierter Pole gemeinschaftlich, 
von welchem mindestens ein Punkt h reell ist, durch weichen 
die nach 85, stets reellen zwei Chordalen hindurchgehen. 
Diese sind hier offenbar d und Cj und ihr Schnittpunkt ist 
h. Diese Chordalen sind nach 85. die Doppelstrahlen jener 
Involution, welche man erhält, wenn man von h aus die 
homologen Punkte a und a' der Steiner'schen Verwandtschaft 
projiciert. Infolge dessen werden ka und ha' durch C, und 
C-i harmonisch getrennt. Bezeichnet man die Polare von a 
in Bezug auf K^ mit A i und jene in Bezug auf Ky mit 
A y, so müssen sich A ^ und A y auf dem vierten harmonischen 
Strahl zu ha in Bezug auf C, und C-i schneiden, und es ist 
demnach 3' entweder durch A x oder A „ allein bestimmt, 
daher auch durch Cj Q und Ki oder Ky die Steiner'sche 
Verwandtschaft. Ci oder C^ sind aber die Chordalen aller 
Elementenpaare des Büschels, man erhält also zu a denselben 
Punkt der Steiner'schen Verwandtschaft, wenn Kg mit allen 
Elementen des Büschels combiniert und schliesslich an die 
Stelle von K^ jedes beliebige Element treten lässt. 

Nun ergiebt sich auch von selbst der Satz des Chasles: 
Die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle Elemente eines 
Kegelschnittbüschels bilden ein Strahlenbüsche]. 

Hcisst der Punkt a, so gehen alle seine Polaren durch den 
homologen Punkt a' der durch das Büschel bestimmten 
Steiner'schen Verwandtschaft. 

Hauptsatz des Kegelschnittbüschcls: Jede Gerade schnei- 
det die Elemente eines Kegelschnittbuschels in den Punkte- 
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paaren einer Involution. Diese ist die Involution conjugierter 
Pole, welche der der Geraden entsprechende Kegelschnitt 
der Steiner'schen Verwandtschaft auf ihr hervorruft 

Nimmt man auf der beliebigen Geraden G den Punkt 

a an, so bestimmt dieser mit den Grundpunkten des Büschels 

einen Kegelschnitt K, welcher G noch einmal in ^ schneiden 

muss. Die Tangenten in a und d a.n K seien «^ und 6g, 

Figur 32. 




dann ist / der Pol von G in Bezug auf K. Der Punkt c 
in G bestimmt einen zweiten Kegelschnitt K' des Büschels, 
weicher G noch in d schneidet, und ist £■' der Pol von G in 
Bezug auf ^', so sind cg' und d^-' die Tangenten in c und d 
an AT'. Die vier Tangenten schneiden sich in den Punkten 
I, a, 3 und 4. Die beiden Kegelschnitte A' und iT' bestimmen 
eine Steiner'sche Verwandtschaft, in welcher der Geraden G 
ein Kegelschnitt S entspricht, der durch ^ und £■' hindurch- 
geht. Um weitere Punkte des Kegelschnittes zu finden, be- 
stimme man zu aöc und d die homologen Punkte a'^c' und 
d". Die Polare von a in Bezug auf K ist die Tangente ag; 
jene in Bezug auf K' g' a, wenn « der vierte harmonische 
Punkt zu a in Bezug auf cd ist. Der Schnitt beider Polaren 
ist a'. "Da. g'[acad) vier harmonische Strahlen sind, so sind 
ai c^2 vier harmonische Punkte. Der homologe Punkt zu a 
in der Steiner'schen Verwandtschaft ist also der vierte harmo- 
nische Punkt zu a in Bezug auf i und 2. Demnach ist auch 
b' der vierte harmonische Punkt zu b in Bezug auf 43, c" zu 
c in Bezug auf 14 und i^ zu <f in Bezug auf 23. Die Ver- 
bindungslinie 13 schneidet 6^ in Ä, 42 in / a'/ schneidet g' c 
in c*, was man nach vorhergehendem bewiesen hat, wenn man 
zeigt, dass \c' ^c vier harmonische Punkte sind. Es sind / 
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(010*2) vier harmonische Strahlen, die von g' c in den vier 
harmonischen Punkten ci c'4 geschnitten werden. Nun ist 
auch der Schnittpunkt von ha mit dg' d', der Schnittpunkt 
von d'/ mit bgb' und schliesslich muss b'c' auch durch h 
gehen, c^ b' und cV schneiden sich in y und man sieht, dass 
/ der Pol der Geraden G in Bezug auf den durch di/c' d'gg' 
hindurchgehenden Kegelschnitt S ist Ebenso bemerkt man, 
dass man nach 54. durch Projection von «' b' von g und von 
«f d' von g' aus, auf G Punktepaare der auf G auftretenden 
Involutionen bekommt, diese sind aber ab und cd. 

Folgerung, Zieht man durch / eine Gerade, welche 
Ä in x' und y' schneidet, so bilden die Homologen x und y 
dieser Punkte in der Steiner'schen Verwandtschaft ein Paar 
homologe Punkte der Involution auf G. 

Da x' auf S liegt, so wird x auf G liegen, x und die 
Basispunkte des Kcgelschnittbüschels bestimmen einen Kegel- 
schnitt, welcher G noch einmal in ri schneidet. Der homologe 
Punkt zu ri in der Steiner'schen Verwandtschaft muss auf fl 
und nach vorhergehendem auf xy liegen, daher kann er kein 
anderer Punkt als y' sein, und es ist daher 71 mit y identisch. 

g6. Jene Kegelschnitte sind zu zeichnen, die durch 
vier Punkte gehen und eine Gerade berühren. Alle Kegel- 
schnitte, welche durch die vier Punkte gehen, bestimmen 
nach 95. ein Kegelschnittbüschel, dessen Elemente die Gerade 
in den Punktepaaren einer Involution schneiden. Die Doppel- 
punkte dieser Involution sind die Berührungspunkte der ge- 
suchten Kegelschnitte mit der gegebenen Geraden. 

Es wird sich demnach um die Bestimmung der Involu- 
tion auf der Geraden handeln und man wird hierbei folgende 
Fälle zu unterscheiden haben; a) Die vier Basispunkte sind 
direct gegeben, also reell, b) dieselben sind als Doppelpunkte 
zweier Involutionen gegeben, also entweder reell oder imagi- 
när, oder theils reell, theils imaginär. 

a) Sind abcd die vier reellen Basispunkte, so giebt es 
drei Paar gerade Linien nämlich ab und cd, ac und bd und 
endlich ad und bc, welche drei in gerade Linien degenerierte 
Kegelschnitte des Büschels darstellen und demnach die ge- 
gebene Gerade in drei Paaren der verlangten Involution 
schneiden. Man sieht darin eine neue Bestätigung des Satzes 
des Desargues (Siehe 25). Von dieser Involution hat man 
nun die Doppelpunkte zu bestimmen. Jeder derselben be- 
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stimmt mit den vier Basispunkten einen der verlangten 
Kegelschnitte. 

b) In Fig. 33 sind I und 11 die Träger jener Involutionen, 
durch deren Doppelpunkte die vier Punkte jener Kegelschnitte 
gegeben sind, die die Gerade G 
berühren sollen. Zur Bestimmung 
der Berührungspunkte derselben 
ist nach fi^iherem die Involution 
auf G zu ermitteln. Sind m und 
« die Schnittpunkte von I und II 

mit G, so ist mn ein Punktepaar (j 

der Involution, dal und II ein in ein 
Geradenpaar degenerierter Kegel- 
schnitt sind, der dem Büschel 
angehört. Die Involution auf G 
wird ferner nach 95. durch den Kegelschnitt Ä hervorgerufen, 
der der Geraden G in der durch das Büschel bestimmten 
Steiner'schen Verwandtschaft entspricht. Schneiden sich I 
und II in A, so ist & ein Punkt des allen Kegelschnitten 
gemeinschaftlichen Tripels conjugiertcr Pole. U muss daher 
nach 84. durch k gehen. Schneidet der Träger I die gege- 
bene Gerade G in m, und ist m' der homologe Punkt zu tn 
in der auf I gegebenen Involution, so ist m' auch der homo- 
loge Punkt zu m in der Steiner'schen Verwandtschaft, daher 
durch denselben S gehen muss. Ebenso geht St durch n', 
wenn n' der homologe Funkt zu n, dem Schnittpunkte von II 
und G^ in der auf II gegebenen Involution ist. Auf der Ver- 
bindungslinie m'n, muss nach 95. 7 der Pol von G in Bezug auf 
fi liegen. Schneidet mm' die Gerade G in s, so müssen mym's 
vier harmonische Punkte sein, daher findet man 7, wenn man 
mn' mit m'n in s" zum Schnitte bringt und s'k mit m,'n' 
schneidet, s" ist nun auch ein Punkt des Kegelschnittes S, 
denn m'{mzns) sind vier harmonische Strahlen, welche von 
As' in vier harmonischen Punkten hzs'y geschnitten werden. 
Ist X der homologe Punkt zu h in der Involution auf I, y in 
jener II, so ist xy oder H die allen Kegelschnitten zu h ge- 
meinschaftliche Polare und diese schneidet G in /. Sucht 
man zu t den homologen Punkt in der Steiner'schen Ver- 
wandtschaft, so ist dieser h. Der homologe Punkt zu s in der 
Steiner'schen Verwandtschaft muss auf dem vierten harmoni- 
schen Strahl z\xhs in Bezug auf die beiden Chordalen und auf 
Ä liegen, es kann daher kein anderer Punkt als j" sein. Nach 
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Geraden G, wodurch man auf cd den Centralpunkt i and auf den 
Parallelen durch p und /* das Punktepaar xxf einer Involution erhält. 
Beschreibt man über ix als Durchmesser einen Halbkreis und schneidet 
dieser den durch p' gehenden Strahl in e, so sind rf, und rfj, auf G 
gelegen, die Doppelpunkte der Involution, wenn j'rfi = jiJj = ie ist. 
Die durch rfj und 6% aufy]yj gefällten Senkrechten sind nun ebenfalls 
Chordalen, daher ihre Schnittpunkte mit den ersteren die verlangten 
gemeinschaftlichen Punkte beider Ellipsen. 



Verbesserungen. 

i, Zeile 9 v. u. O'c sla 



33 lese man 27 s 
42, Zeile 20 V. o. 
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